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0. EINLEITUNG

Eine Aufgabe heiBt gut gestellt, wenn ihre LOsung durch die
Daten wohlbestimmt ist und stetig von den Daten abhdngt. Andern-

falls heiBt die Aufgabe schlecht gestellt.

Es wird ein Uberblick iiber das Auftreten schlecht gestellter
Probleme gegeben, sowie eine einheitliche mathematische Theorie

und numerische Verfahren vorgestellt.

Wir betrachten folgendes (Dirichletsches) Randwertproblem:

Gesucht ist eine Funktion f auf einem Gebiet  mit folgenden

Eigenschaften:
i) Af =0 (d.h. £ harmonisch)

ii) f|89 = g (g ist die "Datenfunktion")

o~

Sel speziell § = D1(O) der Kreis, um O mit Radius 1, wir

fiihren Polarkoordinaten

X4 r cos @

X r sin ¢

2
ein und schreiben den Laplace-Operator entsprechend um:

e
3@2

- B
r odr 2
r

Wir nehmen nun an, daB sich die gesuchte Funktion f in eine

gleichmdfig konvergente Fourierreihe entwickeln 13Bt:

o/

.1




flr,0) = [ £ (r)e'*®
kEZ -
Dann gilt:
o NS
e
2 ,
" 1 k ike .
Af = ) (f" + = £ - £ f ) e =0
xemw K r 'k 27k
2 .
cn l|_k_ -~
= fk+ fk —2~O V.k € Z&Z
r
Wir machen nun den Ansatz:
e
fk(r) = r
= (glg-1) + q - k2)rq_2 =0 - Vk € %
= g =t |k

Unser Ansatz liefert also zwei linear unabhdngige L&sungen, die

wir linear kombinieren kdnnen:

k| - x|

f.(r) = a, r

k K thr

Wir wollen nur reguldre LOsungen zulassen, so daB sich

b, =0 vk 0

ergibt, da sonst fk eine Singularitdt im Nullpunkt hédtte.

Also:

F(r,0) = ) a, rlkl Siko ;
keZ

wobel die Koeffizienten a, aus der Randbedingung:

£(1,9) = ) a, elke _ g(cos ¢ ,sin @)
keZZ

zZu bestimmen sind:




0.3
2T
_ . -ike
a, = 57 ig g(cos @,sin @)e do .
Oben eingesetzt ergibt das
1 k| _ik¥ 27 o —iky
f(r,0) = 5- ] r e J gl(cos y,sin y)e dy
kKEZ 0
2T
= [ P(r,0,¥)g(cos ¢,sin ) 4y
6]
mit P(r,o,¥) = 21—T[ E rIkI elk((D"\b) ,
‘ kezz
dem sogenannten Poissonschen Integralkern.
Man verifiziert nun leicht:
) 2
. 1 1=
i) P(r,0,¥) = 5= - 5
1 -2r cos (o-y) +r
ii) P(+,  ,¥) ist V ¢ € [0,27) stetig auf D
2T
iii) [ Plr,e,y)dy = 1 v r € [0,1), Vo € [0,27)
S 0 .
(.
Damit bekommen wir die Abschdtzung:
. 2'”
lf(x,0)| < [ |P(r,0.¥)glcos ¢,sin ¢)| ap < max |g{cos Y,siny)| * 1
0 y[O,2m)

Ist nun anstelle der exakten Funktion g, nur eine mit einem Fehler

behaftete Datenfunktion ga, deren Fehler durch

max |g(cos Y,sin y) - gg(cos Y,sin y) [ < 6
Ye[o,2m) B

abgeschdtzt werden kann, bekannt, so miissen wir das Problem




f = g
alm $
losen.
Weggn: A(f-£5) = O ' (f_f5)|ag = 9-95

gilt demnach folgende Abschdtzung fiir den Fehler der L&sung:

| (£-£) (x,0) | < max | (g-g4) (cos ¥,sin y)| < §
ye[o,2m)

Wir fassen zusammen:

a) das Problem ist eindeutiqg l18sbar (wurde nicht gezeigt)

b) es ist "fiir alle" g 186sbar, d.h. g muB keine restriktiven

Voraussetzungen erfiillen

c) £ hé&ngt stetig von g ab, d.h. "kleine" Fehler in g fihren

zu "kleinen" Fehlern in f .

\0.2' Beispiel eines_schlecht gestellten Problems

Wir wandeln das obige Problem nur geringfligig ab:

Sei Q = {x GIRZI r, < IIx]] < 1,rO < 1} ein Kreisring.

£ _
_ ENR
\\‘- ro
///X\ V - duBerer Normalenvektor




0.5
Wir suchen eine Funktion f mit:
i) Af =0 in @
ii) f(x) = g(x) , fir ||x|] =1
of - |
iii) Ty 0 auf dem duBeren Rand von Q.
BEMERKUNG: Probleme dieses Typs tauchen in’'der Elektrokardio-
graphie und der Séismologie auf.
o) Analytischer L&sungsversuch
Wie oben entwickeln wir f in eine Fourierreihe:
£(r,0) = 1 £, (r)e' ¥
kEZ
mit £ (r) = a rk + b r—k wobei‘nun i.a b, # O sein wird
k k k ! e k '
Die Randbedingungen liefern:
£(1,0) = | (ak+bk)elk(p = g(cos ¢@,sin @)
k€Z
sowie .
0 = g%i [ ) (akrk-+bkrfk)elkw]:= ) k(ak--bk)elk(p
r=1" keZ kEZ /
oS
=D QL( —_[91,( > =2 41%?15%
Damit:
\’1 1 2T -i ©
ay #+ bk = 5= é g(cos @,sin ¢)e do
t . r\l _ _
und mit a, = ap +'bk = 2ak
" _ .
f(r,0) = ) ak(rk + r k)elkw
k

Eine Reihe diesen Typs ist i.a. nicht konvergent fiir r < 1.




Wir fassen zusammen:

a) das Problem ist eindeutig losbar (wurde nicht gezeigt)

b) das Problem ist nur flir solche Funktion g 1l6sbar, flir die
die Fourierkoeffizienten ak hinreichend schnell fallen,

d.h. an g sind starke Regularitdtsanforderungen zu stellen.

c) keinerlei stetige Abhdngigkeit der L&sung von (g :

sei Is eine leicht gestOrte Version einer hinreichend
reguldren Funktion g, so wird Is diese Regularitdtseigen-
schaften i.a. nicht besitzen, d.h. das Problem flr Is wird

erst gar nicht l&sbar sein.

B) Losungsversuch des diskretisierten Problems - Differenzen-

verfahren

Wir modifizieren ein wenig:

Sei § = {x EIRZ | o <%y < b, c < X, < 0} ein Rechteck.

Wir suchen eine Funktion f mit: .

i) Af = O in €
ii) £(x,,0) = g(x,) , 0<x, <b
.. of _
iii) FrvEle Q0 auf dem oberen Rand von .
—aé. = Q0 J\) f:g
av
X, =0
Af = O
X = C
X, =0 x. . =b

Wir wdhlen eine dquidistante Gitterzerlegung von  und berechnen

eine diskrete Version des Laplace - Operators:




x1:=ih
g —
X2=kh T 0
B ) 11
_1 .«_4. 'Y _._"'-l
SN D U _k._'l\
fk,l
2 £ ., —2f . +E }/,>=/_~‘ 4
2°F (ih, kh) & Eedtl TheL ki (i) = =~
3X1 / h
3%F . fk+1,i"2fk,if+fk-1,i
3X2 h

> Af(ih,kh) ™ (=45 L B R T B, Y Bk, 1 )/

AR =0 = = At e T i1t TR, T Bk
3f ) ;
W = O = foi - f1i 1 = 1, 4.,K

Wegen f =g auf dem oberen Rand kennen wir damit also die fk i
14
in den beiden obersten Schichten und k&nnen dann sehr einfach die

darunterliegenden Schichten berechnen.

Das Problem liegt nun bei der Fehlerfortpflanzung. Nehmen wir an,
‘wir hdtten g nur in einem Punkt iO mit einem Fehler € ver-
sehen, die Fortpflanzung dieses Fehlers ergibt sich aus nach-

folgendem Schema:




N 0.
i
o
O o) o) O € 0O O O O 1. Schicht
T I T 1 T ] 1 T 1
(0] (0] O O € (0] (0] O O 2. Schicht
] I 1 1 ] ‘I H T .
O O O -¢& 38 -¢ 0O O O 3. Schicht
T T T ] ] ] 1
o] o] e =7¢ 13e =-7¢ ¢ . O O 4. Schicht
T T ] i T LI {

Das heiBt, es ist mit einem katastrophalen Anwachsen des Fehlers

zu rechnen.

Abhilfe bei diesem Problem:
Wir brauchen Zustatzinformationen (a-priori-Informationen) um
sinnvoll rechnen zu k&nnen, z.B. die folgende: es existiert eine

Lésung fir |[|x| > R, r, < R < 1, das bedeutet aber:

Konvergenz von ) ak(Rk + R-k)elkw '

k€Z

also:

Konvergenz von a, gegen Null "sehr schnell"

¢




| ALLGEME INE THEORIE SCHLECHT GESTELLTER PROBLEME

1. GUT UND SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Es seien X,Y normierte Riume und A : X - Y ein linearer

Operator, wir definieren damit:

DEFINITION 1.1 (Hadamard): Das Problem
Af =g
‘ ist gut (korrekt, sachgemdf) gestellt, falls die drei folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
i) Af =g 1ist V g € Y 1&sbar
ii) die L8sung ist eindeutig
- 1ly -1l

iii) aus 9, > 9 folgt fn ——> £ , wobei Afn =9, -

Andernfalls heiBft Af = g schlecht gestellt.

FOLGERUNG: Af ;'g ist schlecht gestellt, falls (mindestens)

‘ eine der drei folgenden Bedingungen zutrifft:

i) A nicht surjektiv
ii) A nicht injektiv
iii) A" unstetig, d.h. unbeschrinkt.

Praktische Schwierigkeiten bei der Behandlung schlecht gestellter
' Aufgaben sind folglich

i) Unlodsbarkeit

ii) Mehrdeutigkeit

iii) Numerische Schwierigkeiten: mit Af = g, Af6 = g




i)

ii)

EISPIELE:
—

wird selbst bei kleinen Datenfehlern Hg-—gdHY der Fehler

der Nidherungsl&sung |[|/f - fd“X groB sein.

Y = C[0,1]1 und Af(x) =

Sei X

O X

f(y)dy , so ist

g ", (d.h. g' = £)

Af

schlecht gestellt, denn & ist nicht surjektiv (wir miiBten
uns auf Y' = Y N {f | £(0) = O} einschrinken) und vor allem
ist die-Umkehrabbildung, die Differentiation keine stetige

Abb. von C[0,1] nach c[0,11.

Wir betrachten wieder das Beispiel aus 0.2:

Au = O auf Q:= D1(O) \,Dr(o); Qj:r<:1

ulr,p) = £(9), ull,e) = g(p) . auf dem inneren bzw. duBeren
Rand von Q .. |

%% = 0 auf dem &duBeren Rand von Q.

Wir hatteﬁ berechnet:

ulr,0) = a (e« rF) MR 2 £(g)
kez {
ike
ull,p) = ) 2a, e = g () '
KEZ 2
‘ _ 2m .
also ’ak(rk + r k) = é% [ e iky £(y) dy
O -
27 . ,
- 2 1 -iky ik
= glo) = ) = = [ e £()ay e
kem rf+rk 2T 4
2T | 1 1 -ik
= [ KW= £ Ay ; mit K( = = ] o eTHX
Lo — J/ KEZ 1 +r
Af (o)

Aus der Reihenentwicklung fiir K folgt sofort K € Cw, und




iii)

L/v)

wir

Af (9) = glo)
mit einem glatten Kern K
(s. Satz 1.1).
Wir betrachten
1 £(y) ;
7§ xy W =9

werden sehen, daB die Integralgleichung

stets schlecht gestellt ist

4

d.h. die sogenannte Hilbert-Transformation, wobei

f(y)
¢ oy W

lim
€0

als

definiert ist (sogenannter

Man kann zeigen, daB

el = llgll
L, Lo
gilt und damit das Problem

ist.

Sei K ein Operator mit

Af = g gut gestellt,

denn wir haben:

g%

2 1
K|

| A
= =
Ne~1 8 1I~1 8
O

®]

Sei V

Mengen unter V

(Neumannséhe Reihe)

k||

£ly) 4
Yy
lx-zjf|>€ T

Cauchy-Hauptwert) .

fir X =Y = L2 gut gestellt
||IK|]| <1 und A =14 - K, dann ist
!
ikl b

/

und folglich

< o,

ein kompakter Operator, d.h. das Bild kompakter

ist relativ kompakt. Wir betrachten wieder:




aus dem Fredholmschen Alternativsatz folgt:
A injektiv = A surjektiv und A_1 stetig;

also
Af =g

ist gut gestellt, falls A injektiv ist.

Wir kommen nun zu einem ersten Satz iiber die Schlecht-Gestellt-

heit von Integralgleichungen.

\/SATZ 1.1: Es sei

Af(x) = [ K(x,y)f(y)dy , X €N '
M

wobei M, N meBbare Teilmengen endlich-dimensionaler Riume mit

inneren Punkten sind.

K oel, [<xy)

' 2 < @ =24/- . .
Sei 1{11{1 IK(x,y) | “dyd= ¢ : AlS L/ zf’ G
A

dann ist -
A L2(M) —>(:‘L2(N) .. stetig

und A_1 unstetig (falls existent).

L/BEWEIS: Wir fihren den Beweis fiir den Spezialfall N=M-= [0,27]

i) Stetigkeit von A :
2 2T 5 2w 2
|Af(x) | = | (f)'K(X,y)f(y)dyl i( J IK(X,Y)f(Y)ldY>
O
2m 2 2T 5
< J KRGy |Tdy [ |£(y) | “ay
O O
C2T 21 27 2T
2
= e e < ] xen Pay T 1t 17 ayld
0] O'o O
also ||Af | < cC - ||f
L, < | HL2




ili) VUnstetigkeit von A_1:

Wir werden eine Fol é f angében, mit:
kaH =1 ¥k und [|af | »0 , flir k>,
woraus die Unstetigkei£ von A unmittelbar folgt.
Wir setzen konkret:
£, = (2m)"1/2 Jikx e m
Die fk stellen ein vollstidndiges Orthonormalsystem in
L2([O,2ﬂ]) dar, fir das die Parsevalsche Gleichung:
2 2
Isll? = 1 15,9 (+)
ke
gilt, hierbei ist (-, - ) das gewbhnliche L2-Skalar—
produkt.
Nun gilt:
2m
Af, (x) = é R(x,y) £, (y)dy = (K(x, =) ,£f))
2T
2 2 2
I L L R S Y B N - G PR R Rt
keEZ kE€EZz (0]

und Integration idber x 1liefert:

2T 2T

H2 = f J |K(X,y)|2dxdy = C < ®
O O

y o llas
kEZ k

\
Aus der Konvergenz der Reihe folgt insbesondere, daB deren

Glieder eine Nullfolge bilden:

fag [l 0 , k >« "




BEMERKUNG: Der Beweis benutzt keinerlei spezielle Eigenschaften

der o.a. Orthonormalbasis, wir bendtigen lediglich die Existenz

einer solchen. Dieses Argument rechtfertigt die Spezialisierung

im Beweis.

Wir filhren einige Begriffe ein:

Wir nennen:
fa.Af QI [ K(x,y)f(y)dy = g(x) eine Integralgleichung 1. Art,
) M

_f~VQ%h%ﬁdf(x5 - [ R(x,y)E(y)dy = g(x) eine Integralgleichung 2. Art
M

und

K(x,vy) eine Kernfunktion.

Integralgleichungen 1. Art sind typischerweise schlecht gestellt,
|

solche 2. Art typischerweise gut gestellt (falls injektiv).

Ob ein Problem gut oder schlecht gestellt ist, héngt (trivialer-

weise) von den Normen in X, Y ab.

BEISPIELE:
X
i) [ f(y)dy = g(x) 1ist schlecht gestellt, falls
0]
X =Y =1L,([0,1])
a) Wihle nun Y = {g € C1[O,1], g(0) = O} - und

1 5 1/2
setze: ||g'||y = < [ lg'"(x)|"ax ) , so gilt
0]
mit X = L,([0,1]):
1

1/2
el = ( ! lgr o lax ) = lally

Das Problem ist nun also gut gestellt.




ii)

i

B) Wahlt man in X eine neue Norm:

1 1 5 1/2
Jteoveax] / (S 1vieal®ax) 7],
0 0

el = sy |
X vec?[o,1]
v(0)=v (1) =0
so gilt: |[|f]ly = tally,

und damit ist das Problem gut gestellt.

Es kann vorkommen, daB Funktionale von f gut bestimmt sind,

obwohl die Aufgabe Af = g schlecht gestellt ist.

Wir betrachten nochmals das Beispiel aus 0.2:
Wir wollen jetzt nicht die Funktion f auf dem inneren Kreis-

ring explizit bestimmen, sondern nur deren Mittelwert

27 2T .
[ f(e)de = [ ) ak(rk + k)elk(‘od(p
0. O keZ
] 2T
= 2ao = ﬁ I g((p)dtp ’
0
2m
das Funktional | f(¢)dy hingt also stetig von g ab.
0

Wir hatten bemerkt, daB es wichtig ist, a-priori-Informationen

v (¢
ausnutzen zu kdnnen: :

Zusédtzlich zur Gleichung Af = g haben wir die Information:
fe€EM mit M c X.

Wie l1&Bt sich nun der Fehler ||f1 - abschitzen, falls

£l
f, € M und IIAf1-Af < § gilt?

1752 2lly

Folgende Bezeichnungsweise ist niitzlich:

a(M,8) := sup {Hf1-—f2|lx | £, £, € M, ||Af, - Af

Mit dieser Notation gilt der



SATZ 1.2: Sei M eine>kompakte“Téilmenge von X und A : X - Y
stetig und auf M 1injektiv, dann gilt:

lim o(M,8) =0

§-+0

BEWEIS: Aufgabe 1.

B A - S N TN




5
45/
2. VERALLGEMEINERTE LOSUNGEN a (;///

Im folgenden seien X, Y Hilbert-Rdume und A : X » Y ein stetiger

linearer Operator.
Fir M < X bezeichnen wir mit

M den AbschluBf von M und mit

Ml = {x € X, x L M} das orthogonale Komplement.

Falls M eine lineare Mannigfaltigkeit in X ist, haben wir

1.1

(M)~ = M, fir beliebige M k&nnen wir X 1in eine orthogonale
Summe
X=M o M
zerlegen. Gilt M = M, so haben wir also: X = Mt e M, d.h.
V X € X eine eindeutige Zerlegung x = x1-+x2, mit X, = Px € M

und X € Ml, hierbei ist P die orthogonale Projektion auf M.

Die Operatornorm ist definiert als:
all = su A .
1Al = s llaxlly
X
Der Nullraum: N(A) := {x € X, Ax = 0} ist infolge der Stetigkeit

. von A abgeschlossen, wdhrend der Wertebereich:

R(A) := {y € Y 3 x € X mit y = Ax} i.a. nicht abgeschlossen

zu sein braucht.

BEISPIEL dazu: Sei X =Y = L2(a,b) und

Af(x) = | K(x,y)f(y)dy , mit K € C ,

[ Ne



so gilt: R(A) < c”la,bl. Eine bzgl. der L —Topologie konvergente

2
Folge in R(A) muB jedoch nicht notwendig gegen ein Grenzelement
aus C™la,b] konvergieren, d.h. das Grenzelement liegt somit

nicht notwendig in R(A).

%*

Der adjungierte Operator A Y » X wird durch

(Af,9)y = (f,A*g)X v f € X, g€y
charakterisiert. Es gilt: (A%)* = A,

Wertebereich und Nullraum eines Operators bzw. seines Adjungierten

\\a

sind folgendermaBen miteinander verknipft.

SATZ 2.1: Es gilt:

i) R(A)T = N(A¥)

ii) N(a)t = R(&EF)

BEWEIS:

i) yer@l o (y,Ax) =0V xE€X
Qt e (A¥y,x) =0 V x € X

e A*y = 0

ii) ersetze in i) A durch A*:

R(A¥)™ = N(A)
vt = r@nhHt = REF
-
FOLGERUNG
X = N(A) @& R(A¥)
Y = N(A*) & R(A)




DEFINITION 2.1: u heiBt kleinste - Quadrate - Lésung von Af = g

« |lau-g]| < |[af-g]| , V£ EX

SATZ 2.2: Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) u ist kleinste - Quadrate - L&sung

ii) A*¥Au = A*g (Normalgleichungen)

(o

iii) Au = Pg , wobei P fiir die orthogonale Projektion auf

R(A) steht. '?//‘)%
/414"(? /\'
BEWEIS: é/ A=,
i) = ii) Wir schreiben ein beliebiges f € X in der Form: f=u+v
2 2 2 2
= ||af-g||® = ||Au-g+Av]|| = [[Au-g||© + 2Re (Au-g,Aav) + ||Av||

> || au-g||? ~
- (Aog , Av A5 A0 )
/ 5 2 0z
Also: ||av]]® > -2 Re (Au-g,Av) VvEX
BEHAUPTUNG: (Au-g,Av) = O VveEX

BEWEIS dazu: Wahle Vs € X beliebig (% 0) und An ¥ O

eine Nullfolge komplexer Zahlen, s.d. (Au-—g,A(Anvb))

rein reell und negativ ist, dann gilt:
2 Hlav 12 2200 ] | (au-g,av ) |
n o - n Umg.av,

Nach Division durch |An| folgt die Aussage, da die linke

Seite flir n-+>« beliebig klein wird.

Alsc: (A*(Au-g),v) =0 V v € X

und somit A*Au - A*g = O




ii) = iii) %.2g9. g - Au L zu’ R(A):

(g-Au,AV) = (A*g_A*AuIV) l—l_ (A*g—A*gIV) =0

iii) = i) |1Af—g||2= HAd—g+A(f—u) |12'

Ejau-g)|2 + JaE-w® > Hau-g]?

FOLGERUNG:
1.) Af = g hat kleinste~Quadrate-L&sung
1
& g € R(A) + R(A) ’

denn g = Au+h , mit h € R(A)T

2.) Die Menge aller g € Y, fiir die eine kleinste—-Quadrate -

L&ésung existiert, ist dicht in Y, denn:

(R(2) + R(A)1) = R(A) +R(A)T = ¥

DEFINITION 2.2: Wir bezeichnen mit

(.

die kleinste—-Quadrate-L&sung minimaler Norm, d.h.:

llau-g|l, < llat-glly Vv £ € X

“unxi HVHX v VEX mlt: HAu—gH = ||Av—g“

u = A+g existiert flir g € R(A) + R(ATL, denn die Menge M der
kleinste—-Quadrate-Losungen ist eine abgeschlossene und konvexe
(eventuell leere) Teilmenge von Y, in welcher es folglich ein
(eindeutig) bestimmtes Element kleinster Norm gibt. Die Eindeutig-

keit rechtfertigt die Bezeichnungsweise von Def. 2.2. Die Abge-




schlossenheit von M sieht man-sofort, wenn man bedenkt, daf
M= {u+v|u ist kleinste-Quadrate-Ldsung, A*Av = 0} gilt und
A*A ein stetiger Operator mit folglich abgeschlossenem Nullraum

ist.

+
Bezeichnung: A heifBt Moore-Penrose—-Inverse. /

SATZ 2.3: Es gilt fir g € R(A) + R(A)l: P Aﬁ%\
| = ATA 1) -v) =2
i) A*Af = Aa*g € < AXAYo)m> o
f = A+g & : o Alf-v) =e
ii) £ € R(A%) =™ frveN(a)
= %2 who o o, el e RCA™)

BEWEIS: Nach Satz 2.2 ist i) &dquivalent damit, daB £ kleinste =™ © N/

. DEFINITION 2.3: Der Operator A besitzt eine Singuldrwertzerle-

gung (SVD) genau dann, wenn gilt:

Af =

1 ~148

k=1

wobeli {fk} ein Orthonormalsystem (ONS) in X und {gk} ein ONS

in Y ist. \

S LS . ERR.

Ferner muB filir die Singuldrwerte © von A gelten:

k a
o) > 0 vV k (insbesondere -also Ok € IR) ]
2 S 2 ) 2. W 2 |
Aus: lagllg = ¥ lo (£,£.) | < sup (o) } |(£,£)]
Yoog  RTTRXD =T R ey K

2
sup (07) £l |
u |

| A

folgt sofort: Ok beschrdnkt e A stetig.

et < Lt bt et il e e




Aus (Af,g)Y = kz1'0k(f,fk)§(gk,g)Y = ( f 'kZ1 Gk(g'gk)yfk:>x
w
folgt: A*g = kz1 Ok(g,gk)fk
BEMERKUNG: Insbesondere gelten die Relationen:
Af, = 0,9, sowie A*gk = o f, vV k € N

Man rechnet leicht nach, daB

2
* -
A"Af = Ok(f,fk)fk

k

ne~-18

1

sowie

AA*g =

02( )
. i (9:9 )9

1

ne~1 8

gilt. Insbesondere also:

2
* =
A Afk ok fk
sowie
) .
BRATG, = 9 9
d.h. £, bzw. g, sind Eigenfunktionen von A*A bzw. AA* zum

EigenWe¥t S

1
SATZ 2.4: Sei g € R(A) + R(A) , dann gilt:

[oe]
+ =1
Alg = ) o (9,9 ) f
k=1
BEWEIS:
i) Zundchst muB die Konvergenz der Reihe gezeigt werden:
. . 1
Sei g = Av + h mit h € R(A)
(g,q,) = (Av,g ) + (h,q;)

=0

(VIA*gk)

ok(v,fk)




I-2.7
~ 1
~ -1 2 v 2 2
= Yoodop (gegd 1T = 0 [ (v £ )T < vt < e
k=1 X 8 k=1 k
ii) Nach Satz 2.3 ist: ¢
a) A*A § 0_1(g g’)f ) = A*g | und
T I T, ‘
T -1 — .
B) kz1 ) (g,gk)fk € R(A¥%) zu zeigen.
Zu  «):
* / © =1
AA\ Z O (g.gk)fk>
k=1
I ( 7 0;1(g,gk)fk,f_>f_
521 3 V=1 J
= o_( )f., = Aa*
21 ;(9:95) 1] g
J
Zu B):
Nach Def. 2.3 gilt: Au = 0 & (u,fk) =0 V k ,
wegen (u ' § 0;1(g,gk)fk> = § 0;1(glgk)(ulfk) ;
k=1 i k=1
, Y -1 1
gilt also Y Oy (g,gk)fk(E N(A)T = R(A7") )
k=1 3¢
n

- ? ( M/G,,:/’[}/‘/M}/w)

28, 10 ey

[

-

H




3. FEHLERABSCHATZUNGEN | /\/ 7
Wir hatten die GrdBe (,/
a(M,8) = sup {||f,-f,]| :+ ||Af,-Af_|| < &8}
1 72 1 2 —
£.,f£ eM
1772
eingefiihrt und in Satz 1.2 gezeigt, daB im Falle kompakter Mengen

§>0
M gilt: a(M,d) — 0 .

Mit Hilfe dieser GrdBe wollen wir den Feh%gr in unserer Standard-

situation

Af =g ' feMm (a-priori-Information)
gs bekannt mit Hg—gaﬂ <8,

g 1ist L&sung von Min ||Af—g8H,
‘ feM

abschdtzen, es gilt der

SATZ 3.1: Mit den obigen Bezeichnungen gilt

IE-£5 1l < o(m,26)

BEWETS: “Afa_gan _<_ HAf-gGH s Hg_g(sn <"8
HAer—AfH < HAfG-gG + Hga'gH < 26 ’
Def.
also: £,£5 € M, HAfS-AfH <28 = Hf—fdn < a(M,26)
]
BEMERKUNG:

i) Falls Af = g gut gestellt ist, gilt
ali, 8) < |27 M8

d.h., o 1ist linear in §.




Falls Af = g schlecht Qestellt ist, wird «o(M,$8) lang-

ii)
samer als & gegen Null konvergieren;
typisch ist eine Abhédngigkeit der Fofm

a(M,8) o 6% , 0<a<1
Es kommen aber auch noch kritische Konvergenzraten, wie z.B.
1,71 '
a(M,8) v (&n E)
vor.
Falls o(M,§) = s gilt, bedeutet das fiir die Rechengenauig-
keit: ist g auf m Dezimalstellen bekannt, also:
§ v |lg]] 10™™, so ist der Fehler in f von der Gr&Benordnung
1072", Dpie Lésung f ist also nur auf a-m Dezimalstellen
genau zu bestimmen, d.h. der relative Verlust an Dezimal-
stellen betrdgt 1 -a.
Wirde o(M,8) ~ (&n %)-1 gelten, so wdre die Genauigkeit in
f proportional zu % , bei m Dezimalstellen Genauigkeit
in g. Wollte man nun-:f auf nur 10% Genauigkeit bestimmen,
" so miiBte g folglich mit.einer Genauigkeit von 10—10 be-
kannt sein.

BEZEICHNUNG: Man bezeichnet ein Problem als | W«
schwach schlecht gestellt, falls 1-a=¢ , O<eg<<]1 \
maBig " © , falls a5 “1'
sehr " " , falls a = ¢ , 0O<eg<<1, oder !

bei noch langsamerem Konvergenzverhalten
von a(M,8), wie z.B. logarithmischem }

Verhalten. /

A
j

PR AP A R 1L O Gl S




Wir wollen nun anhand'voh drei Beispielen zeigen, wie man bei vor-
gegebener Menge M die Funktion a(M, - ). berechnen kann.

X
i) Sei Af(x) = [ f£(y)dy = g(¢x) und X =Y = Cl[0o,1],

@]

versehen mit der Maximum-Norm.

Ferner sei

M={fex: [[f]] <€} und f € M, sowie |[|Af]| =|{|g]|l <¢.
X .
Es gilt: f(x) = [ £'(t)dt + f(y)
Y )
X+h X+h x . X+h
= hf(x) = [ f(x)dy = [ [ £'(t)dtdy + [ £(y)dy
X X Yy X
x+h x
= hlf(x)]| < [ [ £'(t)dtdy| + |g(x+h) - g(x) |
X vy _ - .
210
< £ |l +  2{lg]
2
- E]l < hop + £ 6

Wir versuchen, eine glinstige Wahl von h durch Ausbalancieren

der Terme auf der rechten Seite zu erzielen:

. 2 _ (2 4172
ho = 6 = h=(2s)
- lEll < 2008
Wegen o(M,8) < sup {||£]] , ||af]] <&} gilt also:

l1£1]<28

[ ame capl/? g2

D.h. wir haben a =

1
5 -



i;)

Wir betrachten erneut das Be

ispiel 0.2:

//z Au =0 auf =D, (0) ~D_(0)
ou r
. — =0
L3y ) ,
: u=g auf dem duBeren Rand von
' Bu "
/ EI
u=Af=g u(x)=f(x) v x mit |x|] = R
Aa =0
Wir wdhlen: X = L2(|x| =R) , Y = quxl = 1)
Es gilt:
f(x) = ) ak(Rk + R-'k)el-k(p '
keZ
mit
2w
= -ike
a, = 77 ég(w)e
‘ - 2 ,
Sei M= {f: ) Iak|2(rk-+r k) < 0% < w}
keZ
d.h. f existiert noch auf dem Kreis mit Radius r.
Wir nehmen nun an: f € M, |[|g]| = ||Af]] < ¢
. 1 1 _ ,
Sei nun p,q € ]1,«], 5 + g 1, dann gilt:
HE L S
Ly(x|=R) = yem 'k
L 2
) 2/p  (RE+R7K) k, -k, 2/9,  2/d
= L 3l K,k ,2/q * T lay |
KEZ (r+r %)</ 4
\ J\ —
=:Xk =yk




\kEZ (R4 Ky 2P/ )\ Kz
=|Ix ﬂ o= vl <2, 4 fem
k - Yk _p 4
1 2 -
(R+r7K) 2 \VP  2/q
<SP R 27 L lal ?
k>0 (r+r )9 N kez J
T al? < 62
- gl < s
Es gilt: RR I Sl N
(rk+r_k)'¢/q r_k/q (1+r2k)1/qA/
—5 1 mit koo
Wir wdhlen g so, daB
R 1
r_1 d
gilt, also R = r1/q & q = 5%2]1; > 1
w 1 -1 1 1 - ¢n R
P q 2n
Damit haben wir
1/p
S 1/q
HEllL (xj=r) £ © (7)) $
mit % =1 -2 2 ¢ 0,11
Somit:
oM, 8) = ansu < {HfHLZ(IXl:R) ||AfHL2‘|
L2(|x|=r)— o
<c ,~1/p L ,V/a (1/p pl/q
. _ 1 - _4n R
Also: a = s 1 T d.h.




falls: R-—r = g<<1 1ist a =~ O, d.h. das Problem
sehr schlecht gestellt,

falls R>>r ist das Problem maBig‘Qder nur

schwach schleqht gestellt.

.

iii) Wir untersuchen folgendes Widrmeleitungsproblem:

o
Il
®)

Il a e ] s T Sp——————

Wir nehmen‘ X =Y = LZ(O'1) und

o]

Nz
1

{(f] £(x) = u(x,to), u(x,0) =u mit

||uo“L2(O,1) < p , u ist L&sung der

obigen Wirmeleitungsgleichung}.

Wit benbtigen folgendes

) 2

LEMMA 3.2: Sei F € C2[a,b], F>0 und iii fnF(t) > 0, d.h.
- dt -

F 1ist logarithmisch konvex, dann gilt die Absché&dtzung:

1
i

o

-+ t-a
T3 . p(p)ba i

o

F(t) < F(a)
BEWEIS: n F konvex:

tn(F(a(1=A) + Ab)) < (1-2)&n(F(a)) + X &n(F(b))

2n(F(a)1_x) + Qn(F(b)A)




Setze nun: A = %{%; o 1-2 = %}5 & a(l-A)+Ab=t und wende
die Exponentialfunktion an.
. B
Sei nun f € M, |lg|l = [{af}]] < ¢§ , ¢
| [ 2 ' 2
def.: F(t) = [ u”(x,t)dx, also: F(t ) = W P Flt)) = Hatgl|“,
° 4
es gilt: F'(t) = 2 é u, udx = 2 é u, u dx

1
= -2 [ ul dx (Die Randterme fallen wegen
° u(0, -) =ufl, =) = 0 weg.)

1 1
= F'"(t) = -4 [ Ugop U, dx = 4 f uix dx
0 0
Yoo
(Die Randterme verschwinden, da
u(0,t) = u(1,t) = 0, also auch
u, = u T 0O fir x = 0,1 .)
2 [ ' " 2
—d—ZSLnF(t) =<'FF> =<F?_F_2> = (F"'F—F'Z)/Fz
dt F

1 2 2 1 2 1 5 5
denn: ( [ ul ax > = (— [ u 11dx> < ful_ax [ u”adx
o X o XX — 5 XX

Nach Lemma 3.2 gilt mit a = O, b = t1 und t = to:

| T to/ty
F(t ) < F(0) 1 F(t,)
t,"to
t to/t1
o HEl < e ll Bt flag]]
t,-t,
t t /t
< 0 1 5 © 1
t, -ty
£ A
Damit: a(M,8) < (2p) 1 $




4. REGULARISIERUNG
. ‘ . { -

Wir hatten in dem Fall, daB die L&sung von
Af = g

nicht existiert oder mehrdeutig ist, den eindeutig bestimmten Aus-

druck
A+g
als (verallgemeinerte) L8sung definiert.

Das Unstetigkeitsproblem ist damit aber noch nicht geldst, denn

+
A ist i.a. unstetigqg, A+g also nicht direkt berechenbar. In
diesem Abschnitt wollen wir uns mit konstruktiven LOsungsmdglich-

keiten flir dieses Problem befassen.

DEFINITION 4.17: Sei A : X » Y ein linearer stetiger Operator

zwischen Hilbertrdumen. Fiir alle vy > O sei RY : ¥ » X linear

und stetig. RY heift Regularisierung von A, falls gilt

R g Y0 K»AJ'g ) V g € R(B) + R(A)T
Y heifBit Regularisierungsparameter.
/
Anwendung dieser Delinition auf das Problem:
Af =g , g bekannt mit Hg-gGH < 8
Wir wollen RY Is als Ndherungsldsung fir fG nehmen; voraus-

gesetzt RY sei V y > O bekannt, haben wir dann das Problem
Y als Funktion von & 2zu bestimmen. Da a* unbeschrdnkt ist,

wird ]lRYH als Funktion von Yy ungefihr wie folgt aussehen:




| -y
Y (&)

A

Angenommen, wir hédtten eine Funktion r(y), welche "ungefdhr" den

Verlauf von IIRYH wiedergibt, und die zus#tzlichen Eigenschaften:

r(y) > HRYH
r(y) stetig in 10,«l

r(y) monoton fallend mit . r(Yy) X7, 0

aufweist.

Definieren wir dann:

v(8) = £ 16173 ,
so gilt: ]
i) Y(8) ~» 0 fiir & >0 7'4(60}:2;;;1(;):@
ii) (HRY(G) Il - 6) + 0 fﬁr § >0 ,

. _ -1/2
denn: ‘lRy(G ﬂl < r(y(8)) =3¢

Falls i) und ii) erfillt sind, gilt:

+ ' +
IR, ()95 =2 9ll < IR, (5) (95 =)l + IRy (5)97R gl

< IR, sy ll-6 + IR (8)g-A"gl]
AU A,
— O — 0
§+0 §+0

nach Def. 4.1

=D =




d.h. RY(é)gd ist eine Approximation flir A+g'
e

R e U S

e e

Praktisches Vorgehen: Ry’ 95,6 gegeben, wihle ein "geeignetes"

Y und nehme dann Rygé "als Niherung fiir A+g.

Die Wahl von Yy st&B8t auf Schwierigkeiten:

v

Y 2u klein: Auswertung von Rng ist stabil.éi

Y 2u groB: RYgJ/nicht nahe bei A+g.

Gesucht ist optimales Y zwischen diesen Extrema, Strategien bei
A

der Berechnung eines solchen Yopt sind:

i) Versuch und Irrtum.

1i) Diskrepanz - Prinzip: Bestimme vy so, da8
HARYga—g(SH n g gilt,

iii) Statistische Techniken.

Wir bgtrachten das Minimierungsproblem:

/ ' 2 2
min (||af - g ll? + v2|1£]|?)
fEX

und wollen zeigen, daB dessen Ldsung f vermdge

. R 95 = £

eine Regularisierung von A definiert.

Dazu miissen die Eindeutigkeit von f wund die in Def. 4.1 geforderten

Eigenschaften von RY gezeigt werden.

Es gilt: f ist kleinste-Quadrate-L&sung von




(e ()

wobel wir ( ) als einen Operator vom Hilbertraum X in den

vy 7
Hilbertraum Y x X auffassen miissen, denn wir haben:

13- 09

Nach Satz 2.2 ist £ charakterisiert durch

2

2 201 cp 2
= ||af - gl + vl £l
YXX . .

A *, A A (% /g.x
() (Coe=(,)(2)
YL Yl yi o
*
Man rechnet sofort nach, daB ( ) = (A*,yAd) qgilt; fir £
yil

gilt somit:

(A*A + yziL)f = A*gé

D.h. f erfiillt die sogenannte regularisierte Normalgleichung.
Wir lelen nun zeigen, ‘daB f eindeutig bestimmt ist und stetig

. von Is abhidngt, dazu das

LEMMA 4.1: B: X - X sei linear und stetig, ferner sei B

selbstadjungiert (B =B*) und positiv definit, d.h. 3I vy > O

s.d.: (Bf,f) > v(f,f) V £ € X, dann besitzt B eine auf ganz

X ‘definierte stetige Inverse B |, es gilt [|B_1H <

<|=

BEWEIS: B ist injektiv, denn Bf = 0 = v||£]|2 = 0 = £ = O,
also X = R(B) + N(B) = ﬁTﬁT.'

Z.72g. ist: R(B) 1ist abgeschlossen:

Sei also Bfn -» g, 2.Zg. g € R(B).

Da {Bfn} konvergiert, ist es insbesondere eine Cauchy-Folge,

es gilt:




25 ,
: ‘ 2
HBfn—Bme(- an—me > (Bfn—Bfm,fn—fm) > Yan—me

1 e - _ ’
o ||BE BE [ > e -£ 1l -
d.h. auch {fn} ist eine Cauchy-Feclge, und da X vollstdndig ist,
gilt fn -» f, damit:

Bf = B lim fn = lim Bfn =g , ‘also g € R(B)
n n

Ferner gilt: 75
l|B£|| > vl|£ll , setze h = Bf, so gilt:

vlIle"'n|l < |l , also: JIB7'|| <

<|-a

A*A + y2> 1 an, dies ist mdglich,

Wir wenden nun Lemma 4.7 auf B

da
*. 2 2 2
(Bflf) = (A Af+Y flf) = (Aflﬁf) + Y (flf) > Y (flf)
- —
>0
ilt.
gilt ¢ .
Wir haben also: ||B_1|| i'li und infolge R, = g~ 'a*  die
Y
Abschdtzung:

1 *
NSl

Wir haben bis jetzt alsc die Wohldefiniertheit und Stetigkeit von
2 - ,
Ry = (A*A +y“ 1) 1A* gezeigt. Wir miissen nun noch die punktweilse

Konvergenz von RY gegen A+ zelgen.

SATZ 4.2: Der Operétor A: X > Y besitze eine Singulédrwertzer-




legung, dann gilt:
) +
RYg lz_* A g [}

falls g € R(A) + R(A)T

BEMERKUNG: Die Voraussetzung iliber die Existenz der Singular-

wertzerlegung ist nith notwendig, vereinfacht jedoch den

. 5
Bewels.
BEWEIS: Es gilt
Af = Z g, (£,£.)g ’ A*g = z o, (g,g,) £
k=1 k k' 7k Ke1 k k' 7k
A*Af = T o2(f,f)E
ol k'7rk Tk !

wobei {fk} ein ONS in X, {gk} ein ONS in Y ist.

|
,i
53
|

Die regularisierten Normalgleichungen lauten:

V£, +v°f =

o~ 8

_ %
Ok(gﬁlgk)fk = A 95

o2 (£, £
k 1

k

k

k

= f 1ist Linearkombination der fk’

= f = Z (£, £ £,

\:\_'/M"""év'.///‘)’uﬂ\ﬂnt;\-

durch Einsetzen und anschlieBenden Koeffizientvergleich folgt:

1 Ve A o e e, e et e st A et ik e s

2 2
Ok(f'fk) + vy (f'fk) = Ok(galgk) r vV Kk
%
= (f:fk) S ;, YV Kk
0k+Y

e




Es gilt A+g =

lo~3 8

2
(R, - 2h)gl‘ =

Wir haben folglich die Situation:

8

O F(y) = ] o (v)
) k=1
mit lim ck(y) =0 .
y~>0

Um hierbei Limes- und Summenbildung vertauschen zu kdnnen, miissen
, +

wir die gleichmdBige Konvergenz der ‘Funktionenfolge auf 1R

sicherstellen. Diese ist nach dem WeierstraBschen Majoranten-

kriterium gegeben, falls es (positive) reelle Zahlen Ck gibt,

mit
sup , e, (v)]| < C und ] C < = .
EEf_ k k k=1 k
2 2
L Yo /oy
Wegen: 5 - 1I = < 1 Vy €R ,
Yo/, t1 Y, ot
% /0
k
Cgilt: sup Ick(Y)I < I éL (g,gk)|2 =: Cp '
vEIR k
. v + 112
mits: I ¢ = lagll® <=
k=1
+
= lim || (R —A)gll2 =0
y~>O v




4,2 Verallgemeinefte Methode von Tikhonov-Phillips

Sei wieder A : X » Y .ein linearer Operator zwischen Hilbert-
) -

'
| ,

rdumen, wir betrachten das Minimierungsproblem:

_ 2 . 7
winllas-g l + Fllelly) o, gy
wobei ‘|'HW] ceine Norm auf X ist, flir die eine Abschétzung der
Form
® £l < cllElly
gilt, d.h. |[-[|] 1ist stérker als H.le.

1 1/2
BEISPIEL: Sei X = L,(0,1) mnit ||f||X =<I |f(x)|2dx> ,
0

1 2 2 1/2
setze || £lly = <£ £ |2 + £ () | 2ax )

Man sieht an diesem Beispiel, da8 H-Ilv i.a. nur auf einem Teil-
raum von X definiert ist und folglich obige Minimierungsaufgabe

auf diesen Teilraum einzuschridnken ist.

Bezeichnen wir die L&sung dieser Aufgabe mit £ , so gibt der

folgende Satz Auskunft iiber den Fehler f-fY: 22
T N Ay

sarz 4.3: Bs sei At =g, [flly <f o+ llo=ggll <5 { {5y 4)-

dann gilt:

Hf—fYH < 2La(y,1)

mit a(s,0) = sup {|[£ll : llag]l <&, [[£lly <o} =

sowie L =V 92+62/y2 .




BEWEIS:

Iaz ~ggll2 + v2lle B < liae-g,ll?

< s Y P

) 2,22
2, 2
o llag g ll </ 62?02 el < e = T

- ace -0l < lag ~g ll + llgg-gll

< 2V 62+Y2p2 =2yvyL ,

llfY-fIlV < IllelV + |l£ll; <L+ 0 < 2L
= HfY—flI < a(2yL,2L) = 2La(y,1)

denn die Funktion «a erfiillt nach Definition die Homogenitdts-
beziehung: a(ts,tp) = ta(s,p) V t > O .
Anwendung filir den Fall vy = §/p:

[E] 5_2/Tp(x(%,'” = 2/ als,p) .

praktisch hat man es, nach erfolgter Diskretisierung, oft mit

(n,m)-Matrizen A zu tun; die diskretisierte Version der im

obigen Beispiel vorgestellten ||-Hv-Norm widre dann:
-1, £.-f. 2 m=1
9 m
R N R S N
Lo 5o




I-4.10

dies ist eine q@adratische Form in f. Es existiert folglich eine

symmetrische, streng positiv definite Matr%x vV mit
2 ‘
N2 = we o
Die regularisierten Normalgleichungen hétten somit die Form:

2
* = p* \
(A"A + v V)fY A%g, -

Sei A : X > Y ein linearer, stetiger Operator mit SvD, als Regu-

larisierung von A wdhlen wir:

~ 1
o Rg = L oG- @y
; Oka k

e

Es gilt somit:

2 1 2 1 2 1 2
Irgll® = I -3 g |© <=5 1 l@gdl” < —5 gl
: 0,2y © Yo o2y Y
k2Y %k 2
¢ LA i
+ 1 © 1
Rg-ag= 1 — (g.9)0f - L 5~ (9:9)f
vIs o 5y Ok s 9Kt T Ly o TRk
Okz} k 0k<Y k

e 3

2 2
l\RY96'A+9H = 15 I(gJ—g,qk)l2+ I 5 lgrg) |

Op2Y Oy ! 0 <Y Oy
K — #/ ——
. 62 ) 1 Z;[LZL aéwwl /ij*‘ij
- 2
kY %k




I-4.11

Der Beitrag von fk zu A Is ist:

1

Oy -
) B

dies ist stabil berechenbar, falls Oy v 1,

und instabil berechenbar, falls ok<< 1

Bei glatten Funktionen g kann man i.a. hoffen, daB fiir sehr kleine

Werte von o auch das innere Produkt (g,gk) nahezu gleich Null

ist, falls dann

[of

' (g,gk)
k

148t man s (9,9 ) £y in der Aufsummierung weg.
Oy ;

y 4.4 Digitales Filtern

Wir "definieren" einen Filter F durch die etwas vagen Anforde-

rungen:

¢ .
' fliir groBe o}

v 0 ’ fiir kleine o

und widhlen als Regularisierung:

- - 2
R g = z F(o,) 5y (g,gk)fk

Nimmt man

F(g) = (1 + Y ) , y klein,
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Der Beitrag von fk zu A Is ist:

(ggr9y ) E) 7

—
k 9

dies ist stabil berechenbar, falls Oy N1,

und instabil berechenbar, falls Oy << 1

Bei glatten Funktionen g kann man i.a. hoffen, daB flir sehr kleine

Werte von g, auch das innere Produkt (g,gk) nahezu gleich Null

ist, falls dann

! (g,gk)

(¢

k

148t man 2 (g'gk)fk in der Aufsummierung weg.
Ok -

y4'-4 Digitales Filtern

Wir "definieren" einen Filter F durch die etwas vagen Anforde-

rungen:

® 1 C 8

' fliir groBe o}

nv O ' fiir kleine o

und wdhlen als Regularisierung:

1
F(ok) 5y (g,gk)fk

Py
Q
I
Il o~

1

Nimmt man

F(s) = (1 + Xy , vy klein,




als Filter, so ist das exakt die Tykhonov-Phillips—Regularisierung

(vgl. Beweis von Satz 4.2).

Wdhrend

auf die abgeschnittene SVD fiihrt.

t
£ = Btf + Ctg

mit linearen Operatoren Bt,Ct sei ein Iterationsverfahren er-

- klart.

Wir nehmen an, das

g8 B2, Aty Vg € R(A) + R(A) T

gilt.

Iteriert man mit der fehlerhaften rechten Seite

t+1

Lt
£ = Btf + CtgG ’

so wird

i.a. nicht gelten.

Es wird in der Regel jedoch eine sogenannte Semikonvergenz ein-
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treten, d.h. das Verfahren wird ,A+g nach k Schritten gut
approximieren, sich dann jedoch (fir t >k) wieder verschlech-
)

tern.

Als Regularisierung wéhlt man

k
= f
RYg

BEISPIEL: Landweber-Iteration

2 o

e _ca - efara) et 4 Wiarg 2 =0

Dieses Verfahren ist konvergent, falls gilt:

w2 - max oi € Jo,2[
- k

BEWEIS dazu:

sei £ = ) cﬁ £,
k=1
e vt 2 2 2 7
= ] ¢ £,= ) c (1-w%)E + w } o, (g,9.)f
L S Tk T % k' “k Lo Txt9 9k Tk
t+1 22 ¢t 2
= Ck - (1 w ok)ck + gk(g’gk)w . ’

€1-1,11

d.h. das Verfahren ist fiir jeden Koeffizienten kontrahierend,

folglich gilt:

k T %k
. _ 2 2 2
mit Cp = (1 - wio e, + gk(g,gk)w
= ¢, == (g,9,)
k O 7k




Wir haben damit die koeffizientenwg}se Konvergenz des Verfahrens

gezeigt. Um die gewﬁnschtérKonvergenz

£+ afg=f

zu beweisen, miiBten wir noch zeigen, daB wir die Limesbildung
(t+») und die Summenbildung miteinander vertauschen diirfen. Dies
geht analog zu dem Vorgehen im Beweis von Satz 4.2, und wir ver-

zichten an dieser Stelle darauf.

‘Es gilt:

-t - t
£f-£f =) (¢, -c)f
koq kK Tk
, t+1 2 2 t
mit lep=c ) =01 -0 0y ) (cp = cy)
t+1 2 2.t o _
= Cy Cy (1 w ok) ck ’ (wegen Cp = 0) .
t v 2 2.t 1
Also: £-f- = Y (1 =-0w)" — (g,9,)f
Ko k' o k' "k
t v 2 2.t 1
= f- =} (1-(1-w0)) — (g,9)E
k=1 k Oy k' "k

D.h. es liegt digitales Filtern mit der Filterfunktion

Ft(c) =1 = (1”"w202)t' _

e

vor.

Fiir die dgrofen Singuldrwerte ist w ° 0y DX etwas kleiner als 1, F(Ok)

also nahezu gleich 1, fiir kleine Singuldrwerte ist (1 - wzci)t

nahezu gleich 1 und damit F(ok) ~ O,

t

Anhand der oben entwickelten Darstellung flir £ -f  'sieht man sehr

leicht den Grund fir die Semikonvergenz:
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ist o, so, daB gilt < w'g, "< 1, so fillt die

k
zugeh8rige Komponente wie 2 -,

. SO, daB gilt wzgk”« 1, so bleibt die

zugehdrige Komponente praktisch unver&dndert.

ist o«

—— e e o — wnt e T e T W . — i —— T ——— T — T— S fmn T — — ——

é/ﬂ 4.6 Reqularisierung_durch Diskretisierung

Durch Diskretisierung iiberfiihrt man das urspriingliche Problem in
’. der Regel in ein System endlich vieler linearer Gleichungen. Die
Inverse einer Matrix ist aber (falls existent) stets stetig, so

dal wir allein durch Diskretisierung einen Regqularisierungseffekt

erzielen k&nnen.

BEISPIEL:

b .
J Kix,y)£(y)dy = g(x) r c<x<d
a

Wir diskretisieren das Integral durch eine Quadraturregel:

b m

g ( o g ) _
b // EIlf(y)dywhj__i_o wiflyy)  yy=a+h-3, h ===

mit von._ h nunabhangigen,Gewichten»wj.
Die Gewichte kdnnen wir z.B. wie folgt widhlen:

5 % P e ,% - Trapezregel

E)
It

1
3{1,4,2,4,...,2,4,1}-—Simpsonrege1 (m muB gerade sein)

Die diskretisierte Integralgleichung nimmt damit die folgende Form

an:




]

m
h ) K(x,,y,)w.f.
j:o 1 } J J*'

g(xi) =: g, y, 1 =0,...,m

- Die Frage ist nun, ob sich durch Verfeinerung der Diskretisierung
(vergrdBern von m) immer bessere Ndherungen fj an die exakte

Losung f(yj) erzielen lassen.

éé://SATZ 4.4: Das Quadraturverfahren ist i.a. nicht konvergent.

BEWEIS: Sei

. fO gO

F_ = . r G _ = . + A= (RK(x,,Y:))
m . m . m i'%3774 ,5=0,...,m
f g
m m
W, = diag(wo,...,wm).

Das Quadraturverfahren liefert das lineare Gleichungssystem:
haA W F =G

m m m m
Annahme: Aﬁf sei invertierbar V m € W

=1
=='WmFm_hA G

Die rechte Seite ist von der Wahl der wj unabhidngig, also gilt

insbesondere:
T . .
WTrapez . p Ifrapez _ WSlmpson FSlmpspn
m m m m
Trapez . 2 4 2 4 2 Simpson
= Fm dlag (—,‘3’,3,..-":-3"-3-) Fm
Falls Filmpson gegen die richtige LOsung konvergiert, kann dies
fFiir Firapez nicht der Fall sein.
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(’,,,

Wir kdnnen das Quadraturverfahren als Spezialfall einer grdBeren

Klasse von Verfahren ansehéh, die wir nun behandeln wollen. Es

- handelt sich dabei um die sogenannten Projektionsverfahren:

A : X » Y sei ein linearer.Operator zwischen Hilbertrdumen, zu

1l6sen sei: Af = g.

Wir geben uns einen Unterraum:

v, = sp{v1,...,vn}_5 X
. in X und n lineare Funktionale
w1,o.o’lpn

auf Y vor.

Von unserer Ndherungsldsung fn € Vn verlangen wir:
wi(Afn_g) =,O ’ i=1,-.-,n -
Dies sind n Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten.

Wir schreiben:

und setzen ein:

n

tl)i(A(jZ1 X vj)-g) =0 , i=1,...,n
n

= jz1 (wiAvj) -xj-wig =0 , i=1,¢.,n

Das heifit, wir miissen ein lineares Gleichungssystem
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- (

lésen, mit

X, v, (g)
x={t |, v={": , 2P = (y,Av.)
: ° i,j=1,...,n
Xn l‘bn(g)
BEISPIELE:
i) Y = Clec,dl]

wig = g(xi), xi.€{c,d], d.h. die Funktionale seien

Punktauswertungen.

Man nennt dann

fn € Vn : (Afn-g)(xi) =0 y, 1 =1,...,n

. ein Kollokationsverfahren (nach:L. Collatz "~ 1?30).

———

Sei speziell

X = L2(a,b) und die vj Funktionen vom Typ:

Vn ist dann also der Raum der Polygonziige (lineare Splines)
zu den Unterteilungspunkten YqreeerYpg-
Der Integraloperator

b
Af(x) = [ K(x,y)f(y)dy
a
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wird diskretisiert durch die Matrix

b i
aP ==( S K(xi,y)vj(y)dy)

e. J i,j=1,oun,n
Y41 ‘
N K(x.,y.)*h, mit h= [ v (y)dy
i'3 y 3
i-1 /

ii) Momentenverfahren

Y - Hilbertraum

n
O
=

|
-—

,o--,n

v,9 = (fi;g); zu 18sen (fi,Afn-g)

iii) Qalerkin-Verfahren
X = Y,- Hilbertrdume
b9 = (vir9)
und v, = sp{v1,...,vn} '
also: fn € Vn : (vi,Afn-g) =0 o i=1,.../n
d;h. bestimme fn € Vn’ s.d. -Afnf-g 1l zu Vn‘

Wir wollen diese Verfahren einheitlich durch Projektoren

beschreiben.

Wir haben Gleichungen vom Typ

l\bi(Afrl—g') =O ’ i=1,...,n ’
fn € Vn
mit VvV = Sp(v1,...,vn) zu ldsen. Wir nehmen dabei an, daB

aP= (wiAVj) reguldr ist, d.h. die Gleichungen

i,j=1,...,n

Vv g € Y eindeutig 1l&sbar sind.
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Pf'__—)f ?
n n

mit £ ist (eindeutig bestimmte) L&sung von wi(Afn-Af)==O,

i=1,...,n, wird also ein linearer Operator

n n

definiert. Wegen wi(Afn-Afn) =0 Vi gilt trivialerweise

P2f,= P _f. vfex ,
n n
n”  n
d.h. Pn ist ein Projektor.

—_—

"Ebenso l&8t sich ein linearer Operator

fﬁ ist (eindeutig bestimmte) L&sung von wi(Afn—g) = 0,

i=1,...,n, definieren.
Wir zeigen o,
SATZ 4.5: Es gelte

i) Vn ist dicht in X

1

<3

i
ii) Das Projektionsverfahfen sei durchfiihrbar, d.h. (wiAVj) sei
regulédr

ijii) A sei nicht injektiv oder A_1 sei unstetig, dann gilt:

[
B
1

. oA LN A‘:_‘ o e Tt

e R S T

PR
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¢
BEWEIS: .. ,
llo gl 1o, av]] vl
||QnH = sup ——— > SUp ————— =.Sup : =i
- g+ lgll vev_  |lavl]  vev, [[avl]
: AV#0 | AvV#0
Aufgrund von iii): Ve > 0 3If € X : IHEll = 1, ||AE]l < ¢
] O . . ]
" ' i): 3 eine Folge {un}n mit u € v, vV n
und u 222, 0
n
insbesondere IlunH 27,1
Da A stetig ist, gilt
Au_ — Af
n
lau || > [|Af]] =< e
n= | \ €
Aun
und da ¢ beliebig klein gewdhlt werdeh kann: -
o 5
n 7 "
SATZ 4.6: Das Projektionsverfahren sei V n durchfiihrbar, ferner
sei
Af =g ||g-96|| <38
Sei fn 5 die Ndherung des Projektionsverfahrens fir g d.h.
’
fn,G = QngG '

dann gilt die Abschadtzung:

le-£, Sl < Q+liplhace vy + lielis

mit d(f,V,) = min || £-v|
VEVn
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g,,
BEWELS: Sei v € vn und £ =Qg, wegen PHIVn -4l gilt
vof = (v-£) = [lv-g |l < NIl llv-£,]]
= Jle=£ |l <l e=vil + llv=£.0l < A+lp IDIlv-£ |l + vvev

= le=£ 1l < (+llp lhatE,vy)

o ety Gl < el + lgmg, Gllis (e lipgibace, vy + Doy s

=Qy, (g-9,)

Dieses Ergebnis 148t sich wie folgt interpretieren:

(1 + ||Pn||)d(f;Vn)~— Verfahrensfehler

||QnH6 , - EinfluB des Datenfehlers

Der Verlauf sieht in etwa so aus:

0 . .
! / Datenfehler

Y, Y
£, |

Verfahrensfehler

v
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7§EISPIED§E - o ' .

i) X = C[OI1]

Vn - Raum der Polygonzlige zur dquidistanten Unterteilung

1
=

h =
Man kann zeigen (vgl. Prama I):

1

-2 "
d(f,v) <gn “||f 1

. 2 . o .
wobeil wir £ € C als a-priori - Information voraussetzen

mﬁssgn.

Der Nachweis von
il Il < ¢ V n

ist hingegen i.a. schwierig. Fiir den Fall

, %"
(Af) (x) = [ f(y)dy » ¥;9 = (v,,9) (also Galerkin-
0 verfahren)

kann gezeigt werden:

e Il < c, v n
o, Ik < ¢ n
1 2 ‘
-~ lle-f, ol < F (Tec) n 2 e + 5 - n

Wéhle'nun'wn*='[62/3]4 so gilt:

l£-£, oIl v 0(s2/3)

ii) X = cla,b] , £ € c”la,b]

Um die, gegeniiber Beispiel i), bessere a-priori - Information
ausnutzen zu kdnnen, miissen wir uns nach einem Teilraum Vn

3

. o . !
mit besseren Approximationseigenschaften umsehen. Denn die 3
bl

|

|
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q
‘obige Abschitzung fir lineare Splines (Polygonziige) ist
(bzgl. der Ordnung) bestmdglich, d.h. auch C~ - Funktionen

lassen sich durch Polygonziige der Stiitzweite h = % nur

. . : 2 s .
bis zu einer Ordnung von n approximieren.
Wdhlt man nun jedoch

V., = sPp {1,%,...,x0 1,

so kann man zeigen, daB die Konvergenz
d(f,Vn) - 0

.schneller als jede Potenz von n ist.

In diesem Zusammenhang wird auch die negative Aussage von Satz 4.4

klarer:

Wir konnen das Quadraturverfahren als ein Projektionsverfahren mit

v = {§ .,
n { Yq

ist, interpretieren.

...,Sy } , wobei Gy die Deltafunktion zum Punkte vy,
n i

Die Deltafunktionen (eigentlich: Deltadistributionen) Gy denke
0 e i
man sich dabei ndherungsweise ersetzt durch folgende Funktionen:

g << 1

Wir konnen also nicht hoffen, f durch Funktion aus Vn gut zu

approximieren.




a)

. Annahme

)

Bayes_—_Schatzung

Bedingte Erwartung

Y1,Y2

meinsamer Verteilung:

seien vektorwertige Zufallsvariablen (ZV) mit ge-

n1 ﬂ2.
P(Y, < nys¥, < ny) = | f(y1,y2)dy1 dy,

-0 =00

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fir Y1 <y unter der

<Y, <

2 My ist dann gegeben durch:

P

,,,P(Y1 f_n1 ’ CZ< Y2 i'ﬂz)

P(Y, < nql 8y < ¥y <my) =

P(g, £ ¥, < nz)
oM o
2

n
2
[ J© £(y,.y,)dy.dy
11Y2)9Y 9y
R I,

Durch den Grenziibergang ¢, - erhdlt man:

2 7 M2

"1
[ £(yq/ny)dy,

P(Y, <n, | Y,=n,) =
f(y,,n,)dy
R 172 1

Damit ergibt sich filir die bedingte Verteilung (sdichte):

£( -, ny)

2 2 I
f(y e N )dy
R 1 2 1




Eine andere Schreibweise ist:

£0- |y, = £0-,y,)/ | £lyy.y,)dy,
R
Der Erwartungswert fiir Y, unter Y, =‘22 ist durch

E(Y, | ¥, = n,) f‘lé v £(yq |y, = nyldy,

bzw.
E(Y

gegeben

1 1Y)

8+ 8

2 v Ely, | v,)dy,

b) Normalverteilung in R"

Besitzt
f(y
so sagt
Hierbei
U
A—1
Wir wol
Y =

—Y die-Verteilungsfunktion:

) = (2m) B |A|1/2 e‘1/2(Y—U)TA(y—u)

man Y ist (u,A_1)-normalverteilt.
ist:

-+ der Mittelwert und

-( die Kovarianzmatrix
len nun in der Situation

v .
(1>:Y161Rp ,Y2€]Rq s P +g=n
Y2

den Erwartungswert E(Y, |Y2) berechnen.

LEMMA 5.1:

Sei Y eine n-dimensionale (u,K—1)—normalverteilte ZV.




C _

Dann ist £( - | y,) eine Normalverteilung

mit Mittelwert 1w, + K, K;;(yz-pz)

. -1 _T
und Kovarianz K11 K12 K22 K12

BEWEIS: Setze z; = (yi-ui) , i1 =1,2 , dann gilt:

T T ) T
. 1/2(z1A11z1 fzzAzzzz-b221A1zz2)
f(y1 |Y2) i —1/2(ZTA 2z, +A, .2 +22TA z.,) ,
e 1771171 .72272 171272 dy
RrP ) !
1 By Bqg
wobel wir K = A = geschrieben haben.
T
Al B

Durch einfaches Ausmultipliziéren’verifiéiert man

T T _ 1 T -1 T -1
z1A11z1+221A1222 = (z1+A11A1222) A11(z +A. A, .Z2.) -2,A

1¥291892% 2B BB

12%22°

Setzen wir das ein und kiirzen die nur von 2z, (d.h. y2) abhdngigen

Terme im Z&ihler sowié Nenner, erhalten wir mit der Abkiirzung

b=, - AT Al (v, —w):
=y 11 8122 T ¥R

ny T ny
-1/2(y1-u1) A11(y1-u1)
e

£(y, | v,)
S 1/2(y,-% ) A, (7,5 ,)

AT A TR
RrP 1

Wir haben also eihe (t,Aql) - Normalverteilung erhalten.

(Substituiert man im Nennerintegral Y1 fir y1-t1 und an-

schlieflend Y4 fir A1(2y1, bekommt man fiir das Nennerintegral:
-172|ly,I°

e ay, - |a~V?| = @2nP - ia|~1/2 )
1RP 1




Aus K = A folgt:
-1 -1 T
Ayp = Kyq ~ Kyp Kyp Ky
sowie
A.. = - A . K.. K]
12 11 M2 %22 ¢
also: A—1 A = - K K_1
503 11 ™12 12 %22 ¢

und damit:
N
H

_ -1 _
= uq Ky Koy —wy) .

LEMMA 5.2: Y sei (u,K) - normalverfeilt, es gelte

Z

CY mit einer reguldren Matrix C.

c ‘
Dann gilt: 2 ist (Cu,CI(CT) - normalverteilt.

BEWEIS: Sei f die Verteilungsdichte fiir Y, so gilt allgemein

Y -
P(CY € Q) = P(Y € C 19)

)
9

P(Z € Q)

= [ - fay=|c " [ £ 2)daz ,
Q

yﬁC—1Q

d.h. [C-1|f(C_1z) ist die Verteilungsdichte fiir 7.

Aus

T -1
- - -1/2(y-u) 'K (y-u)
£(y) = (2m) k|72 ¢

folgt:

-1 T -1, -1
- - _ -1/2(C 'z=u) K (C 'z-u)
£(c 2y = (2m™Px|7V/2 ¢




c)

DEFINITION: Y.] r Y

T -1

T -T_-1_~1
- - -1/2(2-Cu)"C "K 'C (z-Cu)
= (2m Px|"V2 e

1.-1 1

Wegen C-TK_ c ' = (CI(CT)_ folgt die Behauptung.

Bayes - Schatzung

2 seien 2V mit gemeinsamer. Verteilung, dann

heiBt E(Y1| Y,) Bayes-Schétzung von Y,.

d) -

Anwendung derrBayes—Schétzung

A sei eine g,p-Matrix

f eine p-dimensionale (f,F) - normalverteilte FAY

n -eine q—d;mensionale (0,0 L)-normalverteilte 7V,
Wir betrachten das Problem
Af =g+ n .

Mit der ZV n wollen wir das Rauschen (engl.: noise) in den
gemessenen Daten statistisch modellieren.
Es ist daher sinnvoll, als Mittelwert O und als Kovarianz — -

matrix ol (d.h. unkorrelierte Me3fehler) anzunehmen.

Wir fiihren die ZV

~(5)

ein. Wir machen nun die (etwas kiihne) Annahme, daf. £ und

unkorreliert sind, dann ist

Y normalverteilt mit

£ F O
Mittelwert < ) und Kovarianz ( 2 ) .
O 0 o AL

n




Definieren wir nun

Il

: i 0 f
Z=CY mit c=( >,d.h. % < ) ,
' 1L Af +n

A

so ist 2 nach Lemma 5.2 normalverteilt mit dem

—

f

Mittelwert ( _ ) und der
Af

T T

i O.,F o} i A F FA
Kovarianz: ( )( 2 )( ) = ( T 2 )
A 1U/M0 oL/ MO 1L AF AFA 4+0° 1

Wir wenden nun Lemma 5.1 an, um fB = E(f| g) 2zu berechnen,

es gilt:

c

£, =T+ FAT(AFAT + o°1) (g-AE) .

B
Setzen wir speziell: F = 1 und f = 0, so ist
-1
£, = AT(AAT + o” 1)

= (aTa + o21) 'aTy

D.h. wir erhalten die Tykhonov-Phillips-Regularisierung.
Die Richtigkeit der letzten Gleichung sieht man leicht, wenn

man die Identitédt
2
AT(AAT + o 1) = (ATA + 02 ﬂ.)AT

von links und rechts mit dem Inversen des jeweiligen Klammer-

ausdrucks multipliziert.




- Gebrauch machen konnen:

. o . | Wﬂ)ﬁm\

5.2 Methode der maximalen Entropie

Wir betrachten folgendes kombinatorische Problem: Gegeben seien

n Teilchen , die in

m Klassen mit ni, i=1,...,m Elementen

e~ 8
o]
}
o]

aufgeteilt werden sollen, d.h.. i
, i=1

Wir wollen k - die Anzahl aller mdglichen Aufteilungen bestimmen.

[
Berechnet man :die Anzahl aller-mdglichen Permutationen dieses

n-Teilchen - Systems, kommt man zur Identité&t:

Wir stellen uns im folgenden Kk, ki, i=1,...,m als sehr grof vor,

so daB wir von der Stirlingschen Formel:

n! = /2n e B . nn+1/2(1+0(%))

K Jar e ™ . pR . nl/2 X

- n
(V2r)™ &P n, '...'nmm (n

= 1 m -— n
= k/nm(21r)2n . B 2 2n,mlt £, 11=—=
f £ i n
n 1 ‘n m n1 S o1
s e m m
1-m 1
—_— -f ~-f —_—
= (2m) 2™ f11 L.f m( n )2"
m L] .
n n



m

1 1-m _ 1 T '
= ~logk ~ ==t log(2m) izf £, log(f;) + 5= (log (n) —i£1log(ni))
Fir n >> m gilt somit:
1
;_1- lng noo- z fi log (fl) ’

m
wobei ] £, = 1.
. 1
i=1

Man bezeichnet

IS

S := & logk

als die Entfopie des n-Teilchen-Systems.

Das Prinzip der maximalen Entropie lautet:

Bei einem unbekannten System, das durch"Héufigkeiten" f1,...,fm

0 < £,

i 2 1 Dbeschrieben ist, vermutet man, daB

e~ 3
th
Il
-—

] fi log fi

tn
I
|
ne—s

i

maximal ist.

-3

Anwendung dieées Prinzips auf unterbestimmte Gleichungssysteme:
Af = g
A (n,m) -Matrix mit n < m

Suche unter allen L¥sungen von Af = g diejenige mit maximaler

Entropie:

m
maximiere - ) £, log £,




Il NuMERISCHE LINEARE ALGEBRA SCHLECHT KONDITIONIERTER SYSTEME

Eine Programmbibliothek filir die Behandlung schlecht gestellter
Probleme miite Programme fiir die Berechnung von

- Verallgemeinerten Ldsungen

- Regularisierten L&sungen

- SVD

- Quadratischen Optimierungsaufgaben unter Nebenbedingungen

- Max. Entropie—Lésungen
enthalten. Auf die entsprechenden Algorithmen wollen wir in
diesem Teil eingehen.
1. FEHLERABSCHATZUNGEN
. ~ . a n
Es seien A,A (n,n) -Matrizen, b,b € IR", und es gelte:

Ax = b , A reguldr, sowie

. n, n,
, wobei wir A, b als (kleine)

o
~

|
oe

Sstorungen der exakten GfSBen A bzw. b ansehen wollen.

Vs . v
Wir wollen umn den Fehler von X in der euklidischen Norm ab-

schdtzen und erinnern dabei an die Definition wvon

als der sogenannten Kondition der Matrix A.

Es gilt das

N
|a-a|

N
LEMMA 1.1: Sei 0 = x(A) < 1 , dann ist auch A inver-

&l

tierbar, und es gilt die Abschdtzung
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~

)

(BRI Y L T

Ixll ~ -0 LEN 1B

BEWEIS: Prama 1, Bulirsch - Stoer, Bd. 1, 3. Aufl., p. 153-154.

BEMERKUNG: «k(A) ist also (im wesentlichen) der Verstdrkungs-
faktor fiir den relativen Fehler in x gegénﬁber den Ausgangs-

fehlern in. A sowie b. B

Wir wollen dieses Lemma auf die Normalgleichungen
A*ax = a%p

mit einer (m,n) - Matrix A, m>n = Rang(A) anwenden.

Fir beliebige Matrizen A definieren wir

/ ca) = Il 1At

Die zur euklidischen Vektornorm geh&rende Matrizennorm 1d8t sich
leicht mit Hilfe der SVD bestimmen:

AX = kg1 ok(x,uk)vk , Wit 01'102-1°"~1°n' wobei o

die postiven Eigenwerte von A*A

sind.

n,
2 .

= llaxll® = of| xouy) |2
k=

D.h. das suﬁ ||ax|| wird fir x = u, angenommen und betrdgt o,
x|{=1
wegen
n
+. _ 1
AP —,k£1 5 Vi)

sowie
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= 12 - :
AAx = g, (x,u, )u
khq Tk
gilt also. insgesamt
+ A | 2
Iall = oy o lIa*]] =%, . [1a%a] = o
und damit
02 ’
k (A*A) =—% = |<2(A) .
n

D.h. bei Verwendung der Normalgleichungen wird die Konditions-
zahl quadriert. Filir schlecht konditionierte Systeme gilt
k (A) >> 1, also k (A*A) >»> k (A), nach Lemma 1.1 wird die L&sung

x also ungeheuer empfindlich gegeniiber Stdrungen in A bzw. b.

‘Rechnet man mit t Dezimalen Genauigkeit, so muB gelten

|<2(A) . 107 << 1

k (A) << 1Ot/2 .

Es stellt sich nun die Frage, ob die Fehler bei iberbestimmten

| °

Systemen grundsdtzlich mit dem Quadrat der Konditionszahl ver-
‘ G e

stdrkt werden, oder ob dieses Phdnomen nur bei Verwendung der

Normalgleichungen auftritt.

N Ny
SATZ 1.2: A,A seien (m,n) -~ Matrizen, b,b € Hgn Rang (A)-=n <m,

X sei verallgemeinerte LOsung von Ax = b, und es sei

dstid LI f A

n,
|a-all v27 +1

0 = k{a) <1 ool L
lall /2 -1 ’ I
N
Dann hat auch A den Rang n, und es gilt fiir die verallgemeinerte
% vy %

Lésung x von Ax = b:
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J
— Ny — ——
|x-xl| . Y2+1 «(A) {
- > 1-0
| x| /2= 1 - |lall || bl
BEMERKUNG:

i) Falls ||ax-b]| (= min
) - YER

< (A) ||Ax-b]|| / {lax]|] ~ 1

LAl BB £ 4 (1 cn Lmccbll P

|| ax ]

HAy—b||)so klein ist, daB

ist, so entspricht Satz 1.2 dem Lemma 1.1,

d.h. auch fiir iiberbestimmte Systeme ist eine Fehlerabschédtzung

mit dem Verstdrkungsfaktor «(A) (und nicht K(A)z) moglich.

\ o

ii) 1Ist P die orthogonale

gabe 5b) Ax = AA'b = P

Projektion auf R(A), so gilt (Auf-

b, man kann also auf der rechten Seite

der Ungleichung Ax durch P b ersetzen.

" BEWEIS: Die Normalgleichungen

A*Ax = A¥Db

sind eindeutig 1l8sbar. Mit der Definition

r = (b'-AX)/Zon '

-

wobei o der kleinste Singuldrwert

von A ist,

sind die Normalgleichungen &dquivalent zu dem System:

20011 A r
n :‘.
A¥ O X
Ne— —
=: C

Wir berechnen die Eigenwerte
A
20nu s

A¥* 0 y

2ons +Ay=

>
* .
n
il

b

der symmetrischen Matrix C:

=L
y

AS

AY



Multiplikation der ersten Zeile mit A* ergibt folglich:
2
20 Ay + A¥Ay =2y
& A¥Ay = (ﬁg - 2x0 )Y
_ v n

D.h. y ist Eigenvektor von A*A zum Eigenwert AFn—z Aon, die

Eigénwerte von A*A sind-abercgerade oi.; og > e > oi >0
= )\]2{—2>\k0n—0}2<=0 [ k=1,'-.,n
. e >‘k =ont o}2(+cx?l r k=1,...,0n .
1,2

Damit sind 2n von Null verschiedene Eigenwerte von C bestimmt,
ferner tritt A = 20n(> 0) mit der geometrischeh Vielfalt m-n
als Eigenwert auf:

es gilt dim N(A*) =m-n und mit s € N (A*) gilt:

c(3)-20(5) -

Der betragsgréfte Eigenwert von C = ist A1

. ¢ - . 1

g +/02+02 ’
n n 1

der betragskleinste Eigenwert von C ist A, = (1 - /51)6n .
' 2
Insbesondere ist ‘C reguldr, und es gilt:
/ 2 2
llcll = )‘11 =0, t Vo, +a, >0, = Hall
A /2, 2 -
1y ag ooy 0 (042 V2 +1
k(C) = = T S = = k (A) =
Iknzl (VZ- 1o o (V2-1) 2 -1
n, N n,
N 20n.1L A ny T b
we 2 (5 0) L) ()
DX o] p 4 0




wenden wir Lemma 1.1 an

J
5 =« (0 “ﬁ'ﬁ% le=ell = || ( °

N
(Um den maximalen Eigenwert von C-C

wie oben, mit dem Unterschied, daB8 man fir ol

v

die Matrix A-A einsetzt.)

A*_

| = na-ayl

zu berechnen, verfahre man

Null und fir A

Somit: ) 7 )
o . le-Cll /2 +1 | a-a )
0 = k(C) - < k (A) =0 <1
llcil 2 -1 HAll

4R
Nach Lemma 1.1 ist

und es gilt:
n
| r r
IC,) - Cy
X X

Y2 +1

)|

¢ folglich invertierbar (d.h. Rang (B) =

o

_ | ( |
, 0

Kk (A)
: {
Vy2 -1 _1-90

|| a-a]| N || o-bl| }

1Al il

el =l

o - . I=El 72 {HA—XH N nb—ﬁn}
T /71 1-o U qlall sl
Mit:
Azl 2= lb-axl \2 17/
=l - v +(zo_nnxu> J <

folgt die Behauptung.

=l

|| b-nx||

2
zonqun/nAn> }

1/2




Das Problem der "Konditionszahlquadrierung" tritt natiirlich
auch bei der Verwendung dersTykhonov—Phillips—Regularisierung

auf, es gilt (s. Beweis zu Satz 4.2):

’

R g = ——5 (9,9, )f '
Y k=1 Y2+oi k7K ~
also 4
n o] 2 ' n
. 2 k 2 vy 2. 2 1.2 :
Hr gll“ = I | | 1(g,g )" < 1| [ 1 (g9 <G5 Hall
Y k=1 v +ol k k=1 y24y? "k 2y
(Die Funktion -¢_ (x) 1= X ist maximal bei x = v.)
Y 2, .2
: Yy +X
Folglich:
1
e VI :

wihrend die Eigenwerte der Matrix A*A + YZJL gleich

2 : '
ok + v , k=1,...4n

sind, demgemdf gilt:

- e

@ 2 2
o,+y o, S >
k (A*A + Y21L) = 3 w5 —%— ’ A . )/

o Y Y Y G,

o~

~

d.h. die Kondition h#ngt quadratisch von vy ab.

Wir wollen nun Fehlerabschidtzungen fiir die Berechnung der Singulidr-

werte einer (kleinen) St&rungen unterworfenen Matrix angeben. Dazu

bendtigen wir das

i sy
LEMMA 1.3: A, A seien symmetrische (n,n) - Matrizen mit den Eigen-

4 Y]

werten A, > ... > A bzw. A, > ¢ee > A
1- - "n 1 - -

n’ dann gilt:

HY
i”A_A“I k=1,--‘,n °
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BEWEIS: Der Beweis folgt sofort aus dem Ritzschen Maximum -
Minimum - Prinzip: N
Ay = max : "min  (Ax,x) . .
N,dimN=k ||x||=1,%€N
o N - ,
Wegen: (Ax,x) - (Ax,x) = ((A-A)x,x) < [|a-a]l ||x]|
gilt Vv x,||x|] = 1:
.
o i ‘ 4y o
(Ax,x) - ||a-a|| < (Ax,x) < (Bx,x) + ||A-A|
folglich gilt fiir jeden k-dimensionalen Teilraum N :
N n N N
min (Ax,x) - ||A-A|| < min (Ax,x) < min (Ax,x) + ||A-Al]

XEN XEN XEN"

Maximumbildung {iber alle k-dimensionalen Teilrdume liefert die

Behauptung.

Damit kénnen wir folgenden Satz beweisen:

4Y

SATZ 1.4: A, A seien (m,n) -Matrizen mit den Singulédrwerten

- ’ ° '\I

O, > eee >0, b2zw, o
1= - P ...

v

Ny : Ny
>...>0_ (d.h. Rang'A = Rang A = p).

1 p

Dann gilt:

ny ny
oy = ol < lIa=&ll .

BEWEIS: Im Beweis zu Satz 1.2 hatten wir die Eigenwerte A der

Matrix

AX* o)

berechnet: A € {% ¢ k=1,...,p} U {O}.

k r




- . N - . , _ : -
Definiert man C mit A gnstelle von A, so folgt die Behauptung
Ny

N -
infolge ||c-c|| = ||a-A||] sofort aus Lemma 1.3.

Der Satz 1.4 im Verein mit Lemma 1.3 zeigt, daB es unglinstig sein

kann, die Singulédrwerte einer Matrix A als Quadratwurzel

%%
der Eigenwerte von A*A zu berechnen. Bei diesem Vorgehen hat man

nach Lemma 1.3 die Absch&tzung:

2 _ V2 1 o
loj = ol /o < o || a*a-a*a||
o, = oyl / 1 — ||a*a-a*a
e N A R A-A*A||
: ok(ok Oy

und folglich bei sehr kleinen Singulédrwerten Oy einen groBen

Genauigkeitsverlust gegeniiber Satz 1.4: -

Soll der relative Fehler |ok-ng /ok klein bleiben, so muB gelten

i 1 1
”A*A—A*A“ << ——2—_&’-— =]
. ok+okok 20

Fall Y

wihrend nach Satz 1.4 die Genauigkeitsanforderung

I 1
[|a-af]l << =
- %

ausreichend ist.

Numerische Tests zeigen, daB die obigen Absch&tzungen auch nicht
wesentlich verbessert werden kdnnen. Rechnet man auf t Dezimal-

stellen genau, so.lassen sich die Singul&rwerte nur flr

-t/2

Ox

10 genau berechnen, falls explizit als Quadrat-

Ok > O'k

wurzel eines Eigenwertes von A*A berechnet wird (vgl. Aufgabe 18).



II_20 1

2. ALGORITHMEN FUR DIE BERECHNUNG VERALLGEMEINERTER UND

REGULARISIERTER LOSUNGEN

Der Abschnitt II-1 lehrte uns, daB wir bei den in Frage stehenden
Algorithmen zur numerischen Behandlung schlecht gestellter Probleme

die explizite Berechnung von A*A vermeiden miissen.

2.1 Die_L8sung_liberbestimmter Gleichungssysteme

—— e o — o S D " —— . et o Ty Pt G e S G S ey e S i e B ey W o e e P e

Wir haben die Aufgabe ":k/&;c
Ax = b

zu l6sen, wobei. A eine (m,n) - Matrix mitrrRang A=n<m ist.
Das explizite L&sen der Normalgleichungen kann man durch eine

Q-R-Zerlegung der Matrix A umgehen:

Sei

nmit einer unitdren (m,n) -Matrix Q (d.h. @Q*Q = ln ) und einer

. oberen Dreiecksmatrix CR.

Die Normalgleichungen lauten

A*Ax = A*Db
& R*Q*QRx = R*Q*b -
& R*Rx = R*Q*b .

Da A vollen Rang besitzt, ist R (bzw. R¥) invertierbar und die

letzte Gleichung ist &dquivalent zu

Rx = Q*b .
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A*A = R*R
haben A und R die gleichen Singuldrwerte, mithin
k (R) = x(A) .

Ist die Q-R-Zerlegqung erst einmal bewerkstelligt, kann die L&sung

X stabil durch Riickwdrtseinsetzen gewonnen werden.

Die Zerlegung

148t sich durch eine Folge von Householdertransformationen er-

'.reiéhen. Wir multiplizieren A sukzessiv von links mit symmetri-

schen, unitdren (m,n) - Matrizen

so daB nach Multiplikation .mit Q (k=1,...,n) die ersten
‘ ’ ) .
Q11\ obere Dreiecksform haben. Nach n

k Spalten von Q Teee

Schritten hat A bbere Dreiecksfornuund>wir setzen:

Q := die ersten n Spalten von Q,°0Q, '...'Qn

Da das Produkt unitdrer Matrizen wieder unitdr ist, ist auch Q
unitdr, und wir haben die gewlinschte Zerlegung erreicht. Die
Matrix Q wird allerdings nicht explizit berechnet, vielmehr
wird 0O*b sukzessiv (z.B. durch Anhdngen von b als (n+1)-te
Spalte von A) mitberechnet. Ferner 1l&B8t sich durch die spezielle
Gestalt der Matrizen Qk das Matrizenprodukt effizient berechnen.

- Wir miiBten bei "normaler" Matrizenmultiplikation, ndmlich n
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von (m,m) - Matrizen mit (m,n) - Matrizen ausfiihren, was zu einem

Rechenaufwand von O(nzm?ﬁi Rechenoperationen fiithren wiirde.
Die Householdermatrizen haben die Gestalt
_ _ T
Q = L= 2wy o lu

Es gilt folglich:

T
Qk—Qk und
o ) =1
. VQTQ =1l -2u uT—2u uT+4u uTu uT=:u.
k*k m k "k k 'k k 'k "k 'k m
Wir werden nun die U , k=1,...,n so bestimmen mﬁgﬁen, das
i)' eine Multiplikation mit 'Qk die ersten k-1 Spalten einer

oberen Dreiecksmatrix unverdndert lagt.

ii) durch die Multiplikation wvon Qk die k-te Spalte unterhalb

der Diagonalen mit Nullen gefiillt wird.

Folgende Wahl' der uy erfiillt beide Bedingungen:

Sei Aj = Qj_1 '...'Q1ZX , und aig deren Elemente, dann setze:
- o Vi -
”uk = s , wobeil
ol
v, = (O 0 a* . ak )T t Cc *e mit
. k Crtt Yy Skk T Tmk k k !
k-1 Nullen
m x 2 1/2 ' -
c, = | ) |as| , e, € R -k-ter Einheitsvektor.
k jok jk k

Aus numerischen Griinden wé&hlt man das Vorzeichen von ck als:

. k
sign (akk) .




Mit einem so definierten u nimmt Qk die Form

k

an, Daraus folgt aber sofort, daB die ersten k-1 Spalten einer
oberen Dreiecksmatrix durch Linksmultiplikation mit 0, nicht

verdndert werden, d.h. Bedingung i) ist erfiillt.
Die Bedingung ii) wird auch erfiillt:

Sei a die k-te Spalte von A nach Definition von Q

k' k
Qka = a —72(uk,a)uk

=a - 2 (v, ,a)v

v lf? 5k

k

= a - 2 (ck + ckak)vk

cktzakck+ck
=a - vy .

Da)/yk in den Kqmponenten ‘k+1,...,m mit a ibereinstimmt, folgt

die Behauptung.

Hierbei sieht man auch, dag fiir die Multiplikation von Qp mit

A g - im wesentlichen nur n innere Produkte der Linge m berechnet

werden miissen. Man zeigt leicht, daf der Householderalgorithmus

- s e et el L e e

fir m = n

n3 + O(nz) R.O.

Wl

bendétigt, was dem Rechenaufwand filir die Berechnung von A*A (n % n3)

und anschliefender Cholesky-Zerlegung von A*A (v % n3) entspricht.
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Fir m > n ist der Rechenaufwand fiir die Q-R-Zerlegung im Prinzip

durch
2
n" (m-n/3) R.O.
gegeben.
2.2 Die_L8sung_unterbestimmter Gleichungssysteme ’3)/«“

Sel nun Rang A =m , m<n .,

Die verallgemeinerte L&sung von

Ax = Db

~ ist die eindeutige bestimmte L&sung der Normalgleichungen

A*Ax = A*Db .

Zerlegt man nun

mit einer unitdren (n,m) - Matrix Q und einer oberen Dreiecks-

matrix R, 80 1l&st
x = Qz mit R’z = b
die Normalgleichungen:

A*ax = A*rR*QfQz = A*R*z = A*Db
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2.3 Die_ Losung_reqularisierter Gleichungssysteme \/
P .
Wir hatten im Abschnitt I-4.1 die Aquivalenz der drei Aufgaben:
. . 2 2
1) min |[ax-b|| + v*||x||
X

i1) 1odse (B*A + y21L)x = A*b

A b
iii) berechne die verallgemeinerte L&sung von ( )x =
vy

gezeigt,

D.h. wir kdnnten filir die Berechnung der Tykhonov-Phillips-Regulari-
" A
sierung einfach die Q-R-Zerlegung aus 2.2 auf die Matrix ( >
1L
anwenden. Diese brute - force - Methode hat in der Praxis natilirlich

zwei hipBliche Makel:

i) Durch das "Anhdngen" der einfachen Matrix vl steigt der

Rechenaufwand um n3 R.O. (ndmlich von n2(m-%) auf

Dl
n2(m+n—%—) R.O.)

-ii) Der Regularisierungsparameter liegt im vorhinein nicht fest,

sondern muB in aller Regel durch "Probieren" bestimmt werden,

A

d.h. die Q-R-Zerlegung von ( ) ist fir viele verschiedene

Yyl
Werte von y durchzufiihren. Dabei ist es natilirlich &rgerlich,
dag, obwohl die Matrix kaum verdndert wird, jeweils der volle

Rechenaufwand nétiq wird.

Abhilfe in beiden Punkten schafft eine Methode, die auf L. Eldén

zuriickgeht und dem die beiden folgenden Ideen‘zugrunde liegen:

i) Bringe A durch geeignete Variablentransformation in eine

Bidiagonalgestalt.

o ions o o ot
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ii) Eliminiere die "angehdngte" Matrix y 1 mit Hilfe von
Givens—Rotgtionen ohne die Bidiagonalgestalt von A zu

zerstbren.

Wir wollen das Verfahren von Eldén nun genauer beschreiben:

A sei eine (m,n) -Matrix mit m > n = Rang A, gegeben sei

das Problem:

2
min ||ax-bl|% + v2||x||®
X 5

& min (Ax-b,Ax-b) + y2(x,x)

o min (U(Ax-b),U(Ax-b)) + y2(Vx,Vx) , U, V unitdr

o min [|uav*y - ubl|2 + v2|lyl| , Yy = Vx
Y

Nun sind U, V so zu wadhlen, daB
B = UAV*

bidiagonal wird, d.h.: Bij =0 Vi,j mit 1i < jJ oder i>j+1,

Man gewinnt U, V als Produkt von Householdertransformationen:

*

U = 7Un o o 0 U1 ' V = V1I""Vn_1 ’
Ak = Uk oo U1 A V1 oo Vk
mit (m,m) - Matrizen Uy und (n,n) - Matrizen Vo
_ _ T _ _ T
Uk—le 2ukuk ' Vk—an 2Vka .

Hierbei ist uk ein normierter Vektor

filhrenden Nullen:

aus dem Hgl mit k-1

o | AT Py
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B
— - — 77'\’ - n . — .
a, = (Qs...,0) und v € R, vyl =1
k-1
A n - -
mit Vi = (O,...,O,Vk), also Uy e R™ k+1 ' Vi e ®" k.
\_“/__Jr B )
k
Somit
Ll o o tx 0
Uk = ' Vk =
v v
0 ke 2% % 0 | dpi™2%%
die Vektoren Uy s Vi werden nun so bestimmt, daB Ak die Form
\ -
By 0 } k = "Nullzeilen"
Ak =
0 *
—

k "Nullspalten

*

hat, wobei Bk eine (k+1,k+1) - Bidiagonalmatrix ist. Bedenkt

man, daBf die Multiplikation der Vk von rechts ein Operieren

auf den Zeilen (anstelle der Spalten, wie bei der Linksmultipli-

kation der Uk) bedeutet, so wird klar, dag die u vy voll-

kommen analog zum gewdhnlichen Householderalgorithmus gew&hlt

werden konnen:

i) Bestimme u, so,. daB die erste Spalte von U,A unterhalb

1 1

der Hauptdiagonalen mit Nullen besetzt ist, also identisch

zum Householderalgorithmus.

Dann wahle v, SO, daR die erste Zeile von A1 = U1AV1 in




ii)

iii)
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in den Elementen 3 bis n gleich Null ist. D.h. ist
N B
a = (a1,a) € R" die erste Zeile von U1A, so setzt man
N N
v1((0(a)T + sign(a,) * ||all * ey) /o, a-Normierungsfaktor.

8! .
Da die erste Spalte von V1 gleich dem ersten Einheits-

vektor im Rr" ist, wird die erste Spalte von U1A durch

Rechtsmultiplikation mit;,V1 nicht verdndert; A1 = U1AV1

hat somit die gewiinschte Gestalt.

Wéhle u wie im gewdhnlichen Householderverfahren; da die

2
erste Zeile von 02 aus dem ersten Einheitsvektor besteht,
werden die Nullen in der ersten Zeile wvon A1 nicht zerstort.

Wdhle nun v so, daB die Elemente 4 bis n in der 2. Zeile

2
von U2A eliminiert werden. Die Form von V2 garantiert
dabei, -daB die beiden ersten Spalten von UZA1 unverédndert

bleiben, also hat A2 die gewlinschte Form.

- n) Wir fiihren insgesamt n-1 solcher Schritte aus und

AY

A
miissen um n-ten Schritt nur noch einmal von links mit Un

multiplizieren, um in der n-ten Spalte unterhalb der Diago-

*
nalen Nullen zu erzeugen.

Insgesamt haben wir also einen doppelten Householderalgorith-
mus durchgefiihrt und bendtigen demnach

n3 + O(n2) R.O. (fir m = n).

W

Haben wir einmal die Transformation von A auf Bidiagonal-
gestalt berechnet, miissen wir fir die verschiedenen Regulari-

sierungsparameter vy lediglich das iiberbestimmte System

B Ub
( ) Yy = ( ) ’ B - bidiagonal
vyaA 0

l6sen.
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Um die zusammengeSétzte Matrix auf der linken Seite auf Bidiagonal-

gestalt zu bringen, wollen wir Givens—Rotationen verwenden.

DEFINITION: Eine Matrix R(i,]j) = (r2 k) heiBgt Givens-Rotation,
4

wenn gilt:

( c , 2 =k = i oder, j
s r 2= 3,k=1
Yo,k © \ ’
! -s , 2 =1i,k=j
t le , sonst
mit c2+s2 =1, d.h. c =cosa, s = sina fiir ein a € [0,27)
1
o-. :0
1c1--. S —J
D.h.: R(i,3j) = . . .
-s ...} S -i
0 1
| I
J i
T . .
Es gilt R(i,j) R(i,j) = 4 sowie
cxj + sxi ' L =73
(R(1,3) * %), = CX; = SXj , =i '
X ;, sonst

d.h. Linksmultiplikatiop von R(i,j) mit einer Matrix veré&ndert
diese also nur in den Zeilen i und j; hat ein Vektor jedoch
Nullen auf diesen.Positionen, so wird er iiberhaupt nicht ver-
idndert. Ferner lassen sich V xi,xj ‘stets ¢,s (= cos a, sin a)

so bestimmen, daB
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xj 51na-kxicosa = 0 oder xisina-xjcosa =0

gilt, d.h. eine der beiden Komponenten kann zu Null gemacht werden.

Der Eliminationsprozef mit Givens-Rotationen sei an- einem Beispiel

mit m = n = 4 verdeutlicht:

X X X X X X X X
X X X X X X X X
X X R(1,5) XX R(5,6) XX 1Rr(2,6) XX lu.s.ww
X RN AN X . X
X Ox (0]
X X X O x
X X X X
X X X X
D.h. wir multiplizieren - R(m+i,m+i+1) - R(i,m+i), i = 1,2,...,n

mit jeweils passénden o . Jede Givens-Rotation erfordert 0(1),
der gesamte Eliminationsprozef also O(n) R.O.. Die Berechnung

B ' Ub
von Yy aus ( )y = ( ) erfordert also 0O(n) R.O., wdhrend
yiL 0]

x = V¥y = v, eV 4y in n®+0(n) R.0. berechnet werden kann.

Insgesamt betrigt der Rechenaufwand flir m = n:

% n3'+ O(n2) R.0. fiir die Bidiagonalisierung und

C

n2_+ O(n) R.O. fiir die Berechnung des Lésunés-

vektors bei jedem neuen Wert von y.

2.4 Die Berechnung der_ SVD L//

Wir wollen an dieser Stelle auf einige wesentliche Punkte des
Algorithmus von G. Golub und C. Reinsch (s. Num. Math. 14, 403 -

420 (1970)) eingehen.

Im Abschnitt 2.3 hatten wir gezeigt, wie man eine Matrix A durch

Links- und Rechtsmultiplikation mit unit&ren Matrizen U,V auf
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Bidiagonalgestalt bringen kann:

B =UAV*

Wegen B*B VA*AV*¥ haben B und A die gleichen Singulédr-
werte, d.h. wir kénnen uns auf die Behandlung bidiagonaler

Matrizen beschrédnken.

Wir wollen die Singuldrwerte von B, d.h. die Quadratwurzel aus
den Eigenwerten der symmetrischen Tridiagonalmatrix M = B*B
berechnen. Eine sehr effiziente iterative Methode fiir dieses

Problem ist der Q-R-Algorithmus:

M1 = M (=-B*B)

(*) - Mk = QR ’ ‘Q unitar, R obere Dreiecksmatrix

My = RO S QK

Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu verbessern verwendet man
noch sogenannte Sshift-Strategien (Spektralverschiebungen durch
‘Addition von*z sil zu M.k bazw. Mk+1 wiahrend der Iteration,

mit jeweils geeignetem s).

Unter gewissen Voraussetzungen konvergieren die Diagonalelemente
von Mk gegen die Eigenwerte von M, die Bandstruktur von M

bleibt dabei flir alle Mk erhalten. (s. Prama 1.)

Das Problem liegt wieder in der Berechnung von

M = B*B

und der damit einhergehenden Quadrierung der Konditionszahl. Der

wesentliche Trick des Algorithmus von Golub - Reinsch ist die
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_ _ P — _ _ _

\/
Vermeidung der expliziten Berechnung von B*B bei obigem Inte-

rationsprozef.
Wegen
= = * = *

My 11 RQ Q"QRQ Q MkQ
sind Mk+1 und Mk dhnlich und folglich ist Mk dhnlich zu
M, = B*B fir alle k.
Betrachte den Iterationsprozef:

B1 = B
(%)

= -G% i it 3 .

Bk+1 S kar , mit unitdren Matrizen S, T

Es gilt

% = Xk % = *B.* e
Bk+1 %(_'_1 T BkS S BkT T Bk BkT

BEMERKUNG : B B wird nicht explizit berechnet.

k "k

Die Idee besteht nun darin, S und T so zu wdhlen, daB (**)

ein zu (*) &dquivalenter Iteratioﬁsprozeﬁ‘isf.
Wir bendtigen folgendes

LEMMA 2.1: (Francis) A sei eine quadratische, M eine tri-

diagonale Matrix, deren Elemente auf der unteren Nebendiagonalen

von Null verschieden sind, gilt dann
M= Q*AQ

mit einer unitiren Matrix Q, so ist Q bis auf die Rechtsmulti-
plikation mit einer Diagonalmatrix mit Elementen * 1 eindeutig

durch A und die erste Spalte von Q Dbestimmt.




IR e - II-2.14

_ . , ; ‘ _ _
BEWEIS: Sei M/f (m,.) , Q= (q1,...,qn), dann lautet die

ij
erste Spalte der Gleichung QM = AQ:
Mgy T my,dy; = AQy

[

= m11 = (q1 IAq1)
= my, =t |lmy,qyll = £ ||Aq, - (aq,Aq)q, ]l

Falls # O ist 9, also bis auf das Vorzeichen durch 4,

a1

— . und A -bestimmt. Sukzessive_Anwendung dieses Arguments auf die

Sééltéﬁ 2 bis n der Gleichung QM = AQ liefert die Behauptung.

Damit (%) und (**) &dquivalente Iterationen darstellen, miissen

S, T wie folgt gewdhlt werden:

i) Bk+1 bleibt bidiagonal

ii) die erste Spalte von T stimmt bis auf das Vorzeichen mit

‘der ersien Spalte von Q aus (%) iiberein.

Vorausgesetzt die Nebendiagonalelemente von M sind von Null

verschieden, so folgt aus LemmalT infolge M1 = B: B1:

B, B, = T*M T=DQ*M1QD=DM2D '

wobei D eine Diagonalmatrix mit Elementen +1 ist, d.h. es

gilt insbesondere D | = D. Somit sind B; B, und M, &hnlich,

d.h. besitzen die gleichen Eigenwerte. Da das Produkt von Diago-

nalmatrizen obigen Typs natlirlich wieder vom gleichen Typ ist,

kommt man durch wiederholtes Anwenden von Lemmal1 zu:
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i

* i
Bk Bk = DD%{D

mit einer entsprechenden Diagonalmatrix D . Die Elemente von

M sind also (bis auf das Vorzeichen) . gleich den entsprechenden

k

Elementen von Da Mk gegen eine Diagonalmatrix konver-

* B
Bk K
giert, gilt dies also auch fiir B; Bk und folglich ebenso fiir

B, ; die Eigenwerte von B also

%
By x Bk X’

konvergieren die Diagonalelemente von Bk tatsdchlich gegen

sind gleich denen von M

die Singuldrwerte von B.

% . . .
K+ 1 S kar werden jeweils als ein

Produkt von Givens~Rotationen bestimmt:

Die Matrizen S, T mit B

wobei Sif Ti Givens~Rotationen bzgl. (i-1,i) sind.

Aufgrund der Tridiagonalit&t wvon Mk sind nur die beiden oberen
Elemente der ersten Spalten von Q (= erste Spalte von

94,9 =0Q;"...7 Q) von Null verschieden, d.h. T

5 kann so ge-
Gwéhlthwerden, daB die erste Spalte von T2 (= erste Spalte von T)
mit der von Q {ibereinstimmt. Damit ist die zweite Bedingung an

S, T erfillt, die erste erfiillt man durch folgendes "Chasing -

ProzeB“:”

Falls (Bsz)21 *+ 0O wé&hle 82 s.d. (S2BkT2)21 =0
Falls (SszTz)13 + 0 wihle T3 s.d. (SszT2T3)13 =0
Falls (SszT2T3)32 +#+ 0 wdhle S3 s.d. (stszT2T3)32 =0
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o)

S
Fir n = 5 sei der Rechenablauf veranschaulicht:

_ B
2 }{W
’/ﬂ i /7 o
Wy

e

rFalls die Ahnahme-de; Lemmas von Francis nicht erfillt ist, d.h.
ein Element der unteren (und damit auch der oberen) Nebendiago-
nalen von B; Bk gleich Null ist, zerfdllt diese Matrix in zwei
TeilblScke, deren Eigenwerte unabhdngig voneinander berechnet

werden kdnnen:

Flir die weiteren Details (Shiftstretegien, Stopkriterien) sei

auf die Originalarbeit verwiesen.




3. ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG UNTER- UND

BERBESTIMMTER SYSTEME

Ax = b

ein {iberbestimmtes Gleichungssystem, wobei -a., j=1,...,m die

, o J
' auf 1 normierten Zeilen von A seien, also ist
(aj,x) = bj ' j = 1,00,
mit ||aj|| =1 , j=1,...,m
g zu lO6sen.
Sei Hj = {x € Ifll (aj,x) = bj} und ﬂPj die orthogonale Pro-

jektion auf Hj.

Die Idee des ART - Verfahrens ist es, X ndherungsweise durch
L ]

‘. fortlaufende Orthogonalprojektion auf die Hj (d.h. durch An-

wendung von Pj) zu bestimmen. Anschaulich:
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Pj 148t sich leicht berechnen:

. wird ., P.x) = . timmt
i i aus (a:l ' By ) bJ besti

(a., x) - o, (aJ ,a.) = b

J J J, J
=1
- o, = - Db. + .
» = = 79 - D4 7 (aJ » X)
7" = P.x = X + - L, X .
5 (b_'_l (a_'_l v ))aj
] P :=,Pm cee P1
xk+1 - éxk - kao

p‘; = (1-w) 1L +wP.
pY¥ o= p® - .. - pY
n 1
o "
b4 o Pw>9{

Es gilt_der

SATZ 3.1: Sei w ¢ 10,2[ und x° = 0. Dann konvergiert

! xt*L pY :JD gegen die in R(A*) eindeutig bestimmte L&sung von

A*(D+wL) | (b-2x) = O ,

* .
mit A*A=<N> , d.h. D=1, infolge ||aj|| =1, V
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] -

BEMERKUNG:

i) Das ART-Verfahren entspricht dem SOR ~ Verfahren fiir das
System iA*u = b, x = A*¥u (wurde zuerst von Bjorck -

Elfing, 1979 bemerkt).
ii) Der Grenzwert ist (im Gegensatz zu SOR) von « abhdngigqg.

iii) Der Grenzwert ist von der Reihenfolge der Gleichungen
abhidngig.

iv) Plir w > O gilt: X - A b.

BEWEIS: Wir zeigen nur die Aquivalenz zum SOR-Verfahren, die

Aussage des Satzes folgt dann aus dem Konvergenzverhalten des

SOR - Verfahrens (s. Prama 1); betrachte:

(%) AA*y = b, x =A%y , A= . , A = (a1,...,am)

Das Einzelschrittverfahren fiir (x) lautet:

e
it

) - X *
Yij.q * (by—ay A¥y, j)ey

- * _ * ., X
= A%y; = A'y; o t(b;, -ajA yi_1)ai

+'(b."-af'x )a,
i i i

i i-1 i-1

Dies ist jedoch ein Iterationsschritt des ART - Verfahrens fiir
Ax = b mit o = 1, woraus die Kquivalenz des ART - Verfahrens

flir beliebige w € ]0,2[ mit dem SOR - Verfahren folgt.




' e
3.2 Das_CG_-_Verfahren ( 1d£¢<r

Es sei Q eine (symmetrische) positiv definite (n,n) - Matrix,
dann sieht man durch Differenzieren, daB die Minimierungsauf-

gabe:

Min _ J(x) := 3 (x,0x) = (b,x)

dquivalent zur Aufgabe
%

ist, deren L®Osung wir mit x bezeichnen wollen. Fiir groBes n
kommt eine direkte Invertierung von Q in der Regel nicht in
Frage und man ist'auf iterative Verfahren angewiesen. Bei der

Herleitung von Abstiegsverfahren nutzt man die Aquivalenz zur

Minimierungsaufgabe aus:

xo,x1, . e seien die Iterierten und do,d1,...
. Richtungen,
. wir setzen:
xt+1 = xt + at dt

und bestimmen oy derart, daB

+ + t+
% (x* 1,th Yy - (b,x 1
minimal wird:
1, t t t t t t
5 (x + atd , O(x  + qtd )) - (b,x  + atd )
t _t t €, 1.2, .t .t t t
= 1o w e @b ex®) +5ag@0a%) - x5 - apb,dY)
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Dieses quadratische Polynom in oy hat sein Minimum bei

\g
t : t
Lo @boxH - | @5r) g o gkt - b
t = Tt ot = Tt .t =Qx '
(a-,04d") (d-,Q4")
d.h. rt = v 3(x5.
Je nach der Wahl der Richtungen, unterscheidet man:
. . . t t
i) vVerfahren des steilsten Abstiegs: d =-7¢r
ii) ~Verfahren mit konjugierten Richtungen: (dt,Qdk) = 0, t*k.

SATZ 3.2: Filir jedes Verfahren mit konjugierten Richtungen gilt:
Sei Dt 1= sp(do,...,dt), dann minimiert xt das Funktional

J(x) in der linearen Mannigfaltigkeit x°+ D und es gilt

t-1"'
t
r- L Dege
o v
BEWEIS: x € x .+ D hat die Darstellung
T o ﬁ/p;c’
x =x°+ § c.d, xt=x°+ ] a,al
j<t J j<t

T = L o= (bx) = 3 (ex®) o) -7 xF 0xh)
Y .
=:E (X)

somit ist Minimierung von J &quivalent zur Minimierung von E,

wir betrachten folglich

E(x) = (x°-x* + 7} c.dj,Q(xo-x* + ) c.dj))
i<t j<t

s o x*0C-x%)) 2 ) o, 6Cxx,0a0) + c.c. (@ ,0d
j<e IV j,]z«t I RS~

=(°,d%) =0, j*k

Ex®) +2 § c.(22,a)) + ] 2 (ad,gal) .
j<t J j<t J
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Das Minimum von E in xo-th_1 wird genau dann angenommen,
wenn

2 E(x) =0 , 1 <3<t

acj -

)
gilt, also
o 43
c., = - iETLg—L— y 1 23 < t
J (a’,0at)

Um cj = Gj , -d.h, '(ro - rJ,dJ) =0, j <t z.zg., gehen wir

zundchst auf die 2zweite Aussage des Satzes ein:

rt 1 4’ r J < t wird durch Induktion bewiesen:

Induktionsanfang: t = O VA/

Induktionsannahme: rt 1 al r J <t fir ein t > O
o ok o =0 (xt+atdt) -b = rt+atht
Lot = 5ad) 4 aj(th,dJ)

O, j<t nach Ind.-annahme

- { und Def. der aJ
= 0, j=t  nach Def. der aj
Aufgrund der Darstellung von x7 gilt natiirlich:
rd =%+ 7§ akquk und demnach flir j < t :
k<j
3 o 33y k 23y =
(r? - r ,da”)y = ak(Q<i ,d”) =0
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Wir beschreiben nun das Verfahren der konjugierten Gradienten

(CG) :
dO - - rO
t+1 t £t (rt, a% ot
X =X+atd , O =———EL—t—’rt=Qx_b
(@d~,d")
t+1 t+1 t _ (r-tH,th)
d =-r tBd By S T
(d~,d")

Mit diesen Definitionen gilt der folgende

SATYZ 3.3: CG ist ein Verfahren mit konjugierten Richtungen.

Solange £+ 0 (da.h. xt & x*) gilt, ist

t
- fsp(ro,...,rt) =“§p(d°,...,d ) = sp(ro,Qro,...,Qtro) .
BEWEIS:
i)  z.zg. (a%,0da%) =0 ;o ko*
Induktionsannahme: Die Aussage sei richtig fiir {do,.;.,dt}.
Sei nun Jj < t , betrachte:
t+ } t+ j j
(@**1,0a%) = - («**",0a”) + 8 (a% 0d”)
= (@) P
denn fiir j = t gilt dies nach Definition von Bt; fiir j<t

verschwindet das zweite innere Produkt nach Induktionsan-

nahme, nun gilt aber (wie gleich bewiesen wird):

dJESp(rO,...,QJrO) =>QdJ€Sp(QrO,...,QJ+1rO) c sp@,...,a5H

der Induktionsbeweis fir den zweiten Teil von Satz 3.2 lehrt




o~

IT-3.8

jedoch, daB infolge unserer Induktionsannahme r 1 dj,
j <t gilt und somit auch das zweite innere Produkt ver-

schwindet.

ii) die Aussage sei richtig flir ein t > O.

L L 0(tht IéA' sp(rp,...,Qt+1ro)
- dt+1 =--rt+1+[3tdt € sp(ro,...,Qt+1ro)
_ also: B
sp{ro,...,rt+1} c {ro,...;Qt+1ro}
sp{do,...,dt+1} c {ro,...,Qt+1ro}

und i kann in beiden F&llen nicht sein, da sonst

rt+1 € sp{do,...,dt} gelten miiBte, was filr rt+1 0

ein Widerspruch zu rt+1 € sp(do,...,dt) ist.

. SATZ 3.4: Es gilt: x° hat die Darstellung

t
x° = Pt(o)r" ,

t -1

das Funktional

mit P_ € P = Polynome vom Grad < t-1 und Py minimiert

(x® = x*,0(L + QP(0))2(x° - x*))

t-1°
BEWEIS:
E(xt) < E(x) V x € X + sp{ro,Qro,...,Qt—1ro}

’

d.h. V x mit der Darstellung ' x = xo+ P(Q)ro = X + P(Q) (on -
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wobei P € Pt—1’ also

x - x* = x° - x* + QP(Q) (x° - x*)

= (L+ QP(Q) (x°-x*

= E(x) = (x-x%0(x=-x%))
- ((L+ QP(Q) (x°-x%),0(L+ QP(Q) (x°-x*))
= x° - x*,0(n+0P @) 2 -x%)

~  Beh.

Das CG - Verfahrén fiir schlecht gestellte Probleme

Wir wollen das Problem
min ||Ax - bl|
X .
mit einer (m,n) - Matrix A mit m>n = Rang(A) 1l&sen. Dazu

setzen wir Q'= A*A und c¢ = 2*¥pb und minimieren
1 <) —
E‘ (x, Qx) (ch)

in x. Die Ldsung dieser Minimierungsaufgabe ist bekanntermaBen

+ 1

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung von A hat x+ die Darstellung:

n
+
X = z ;1— (bluj)vj ’ mit Qv. = 02.V. -
. 2
Wir setzen — (b,u.) =: d und o. =¢ A. , also
3 J J J J
+ n
X = d.v und V. = ALV
j£1 J ] Q J J 3
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Wir wollen den Fehler E(xt) = (xtF-x+,Q(§t-x+)) niher unter-

suchen, nach Satz 3.4 gilt:

t + (2 +
E(x) = x®-x", (n+0p @) 0x"-x"))
wobel P dieses Funktional in Pt_1 minimiert. Wir entwickeln
n n
nun x° nach den v, : x° = ¥ a%v., also x° - xt = ¥ (d?-—df)v.
3 j=1 3 ‘ ST R

und somit ergibt sich durch Einsetzen:

+ 2 2
- . . P .
a1+ Ay p 040

£ n
E(x) = ) 24045

Aufgrund der Minimierungseigenschaft von Pt kénnen wir den heu-

ristischen Schluf:

N ] _ + 2 " " . 2 1] : "
o Aj(dj djl grog" = (1 + Aj Pt(kj)) klein

machen. Nun gilt aber auch:

xF-x" = (n+op (@) (x°-x") =

e~ 3

o +
a- =d.) (1. P _(A. .
1 (@5 -ay) £33V

- x = (n+or (@)x°-QP (@x

n
o +
- e da. +A. P, (A, - d. A, P, (X, ] .
v j£1 [ 361 3 t( J)} 39 t( J) VJ

klein A=

D.h. das CG - Verfahren iteriert "schwerpunktmidBig" auf den Kompo-
nenten, in dgnen A.(d? - d;)2 groB ist. Die zu grofien Eigenwerte
bzw. zu groBen Startfehlern gehSrenden Komponenten werden also be-
vorzugt iteriert, hingegen arbeitet das Verfahren nicht auf Kompo-
nenten mit d? -.at ~ o.

J

Diese Beobachtung fiihrt zum



CG - Verfahren mit Neustart:

1) Fihre so viele CG - Schritte durch, bis der Fehler in den
. , +, 2
Unterrdumen, in denen 'Aj(dg - dj) groB ist, vernachléssig-

bar ist.

2) Verwende die so gewonnene Ndherungsldsung als Startwert fiir

ein neues CG - Verfahren.

SN

-
e

Nach dem Neustart iteriert das Verfahren vornehmlich auf den

durch "2{)" gekennzeichneten Komponenten.

Py
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[I1 SPEZIELLE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME >( >/>/

1.  ANALYTISCHE FORTSETZUNG )( X >(

Es sei D ein beschrinktes Gebiet und 3D dessen Rand. T sei

ein Teilbogen dieses Randes. Wir wollen eine Funktion £ ver-

mége der Vorgaben:

_ o
i) f 1ist analytisch in einem D .
umfassenden Gebiet f(z) ~ 9D
) ~
ii £ = ) r { £f=
) I g g
D
bestimmen. \;___ﬁfﬂ///

Der Identit&tssatz fiir holomorphe Funktionen (Fischer, Lieb -
Funktionentheorie S. 74) besagt, daB f durch g eindeutig

bestimmt ist.

Wir wollen nun die Stabilitdt dieses Fortsetzungsproblems unter-
suchen, die Anfénge solcher Stabilitdtsbetrachtungen gehen auf
Carleman (v 1920) zurtlick.

o~ e )
Wir bendtigen im folgenden zwei Hilfsmittel:

i) Das Maximum - Minimum - Prinzip fir harmonische Funktionen
(auch Randmaximumsatz): Eine auf dem beschrinkten Gebiet
D harmonische und auf D stetige Funktion nimmt ihr

Maximum und Minimum auf 3D an. (u harmonisch & Au = 0)

(s. z.B. Fischer - Lieb, S. 93)

ii) Den Begriff des Harmonischen MaBes:
D sei ein Gebiet, 3D eine endliche Vereinigung rektifi-

zierbarer Jordanbdgen, T ein endlicher Teilbogen von 3D,
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) ‘dann gibt es genau eine harmonische Funktionile'F(z) auf
D mit
’wD;F(z) = 0 in den inneren Punk#en von 3D~-T
WD,F(Z) = 1 in den inneren Punkten von T.
‘wD,F heiBt das harmonische MaB.von T bzgl. D.

Aufgrund des Maximumprinzips gilt: O < Wy F(z) <1, z€D.
, ' ,

(s. E. Hille, Analytic Function Theory II, S. 408 ff.)
Es éilt nun der

éATZ 1.1: Sei f analytisch in D, T €3 D, w das harmonische

. MaB von T Dbzgl. ﬁ, uﬁd es gelte

|£(z)| <8 auf T

|£(z)| < p auf 3D-T .
Dann gilt V z € D: g pte, T=20
| /’:u4?9 :i.i//ukgiﬂr‘ ;
“lE(z) b < sW(B) JImwiz) g . //ﬁ s 5,&4&»}‘,,@//4/

BEWEIS: Sei zundchst f£f(z) # O V z € D vorausgesetzt. ’-7 é¢
st

Betrachte: h(z)-= &n {£(z)|, wir behaupten ah = O,
BEWEIS dazu: Log (f(z)) =n |£(z)| + i arg (f(z)) ,
d.h. h ist Realteil der holomorphen Funktion Log o f,

also harmonisch.

Nach Definition gilt:

Ln p , Z€3D-T

h(z) = {
n & , z €T




Definiere nun H(z) = w(z)&n é+ (1 -w(z)&np , dann gilt trivialer-

weise AH = O und

Ln p y z€3aD-T .
H(z) = {

in § ' z € T

= h-H<O auf 3D, da h-H harmonisch ist, gilt folglich

h - H < auf D

A
o

= eh(z) < eH(Z) auf D

= |£(z)| < exp(w(z) - 2ndé+ (1-w(z))enp)

_ 'Gw(z) .p1-w(z) ]

Wir miissen noch den Fall einer Nullstélle von £ berlicksichtigen:

sei f(zo)'= 0, also lim h(z) = - «» , dann existiert fir jede
Z2>Z
Konstante C eine Umgebugg Uc von 2, SO daB

h(z) < - C auf ﬁc.

Wir wendén nun «die obige Argumentation auf das Gebiet D - U; an

und erhalten wieder °

h-H<O auf 8(D-U_c)=aDU8UC ,

falls C passend gewdhlt wurde.

Damit h <H und folglich

auf D - U

w(z) p1—w(z) —;

|£(z)| < 86

Die Aussage bleibt richtig, falls nun Uc beliebig verkleinert
wird, widhrend sie flir den Punkt z, selbst trivial ist, also

gilt sie auf ganz D.




2.

1)

\ ii)

NUMERISCHE VERFAHREN ZUR ANALYTISCHEN FORTSETZUNG Z

Sei D ein Gebiet, f analytisch in D, stetig auf D

fl =g, T < D, gesucht ist £ in ganz D,

Wir nutzen die Cauchysche Integralformel (CIF) aus

H

(¢) 4. fir z €1 .

g(z) = f(z) = 5%3 S -

9D

hat man 2

Dies ist- eine Integralgleichung 1. Art fiir flaD'

f erst einmal bestimmt, kennt man £ wvia CIF auf ganz
[ 9D .

D. (Die Methode wurde zuerst von J. Douglas ~ 1950 ange-

wendet. )

'Sei D ein Gebiet, f analytisch in D, stetig auf D,

I € 3D uidd flr = g. Wir setzen T' = 3D - T.
r
P N
ST o
/l X - r!'
z D ”///

Die CIF lautet nun:

= g(g) f(zr)
fu)-md(g 1Elac + A C_Zd;> , z €D

Wir wdhlen ein z_ € T mit inf |z_-w| > O und fihren
wer!
den Grenzilibergang 2z - z, aus:
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g(zo) =

o ’W
Vorausgesetzt wir kdnnen den Grenzlibergang bilden, ist dies

eine Integralgleichung 1. Art fir f|F'

—

Wir wollen an dem Spezialfall T = [-1,11, z_ = ie ,

zeigen, daB es aufwendig sein kann, den Grenzwert zu be-

rechnen.

pam—e
P e

1 1
tim f ) gy = ¢ LX) ax + iwg(0) ,
ev0 -1 Xx-1¢€ -1 X

1
wobei ¢ ﬂiﬁl dx fiir den Cauchy-Hauptwert, also fir

-1 X
vimf o L gy
sv0  8<|x]| <
steht.
'BEWEIS: )

U 1 1
joaiE) gy o gX=gl0) gy g 2O gy
-1 :

X - ie 1 x-ie

|x| + max | ' (y)]

\YEI;C Y,

Nach dem Mittelwertsatz ist |g(x) - g(0) |

A

(I:= [min (O,x), max(0,x)]), also

g¥zglo) | o X _——¢ < c ,
2 2.1/2
(x“+e7)

‘d.h. der Integrand ist unabhdngig von e beschrdnkt, und folglich

|
|
|
g
%
|
,g

ol Nl et S o i s
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1lim I (X)— (O) dx =_ f 9_(_}_{_)_—_9_(_0— dx

evy0 -1 ‘x—1€ ~1
, s, | ;
_ f | Eéfl dx + J 9 (O)x;O(IX|) dx (5§ €10,1[ beliebigq)
0<6<|x|<1 -9
§
$
SRR -
0<6<|x]|<1 -6

= ¢ Hi_l dx +.1im HAI o (IX]) gy
-~ \8+0  =§ X Y,

1 ¢

Ferner gilt:

1

1 ,
If{—_‘—l);dx—gm) [ —X—ax + gO)ie » [ —X
-1 "1l xTe -1 x +e
=0
y=ex A a 1 1
= g(0)ir€ i —5——X—§— = g(0)i(arctan (—) - arctan(-—))
-1E €7 (1+y7) € €
5o J(0)iw
[ | ]
Falls I = 8D:
_ 1 g(c)
fw g Sl zep

Die Aufgabe ist gut gestellt (das harm. MaB ist w(z) = 1).

Aufgabe wie in i), nur sei jetzt D = D1(O) der Kreis um O

mit Radius 1.
Man entwickle f in eine Potenzreihe:

k

f(z) = ay z und bestimme die Entwicklungskoeffizienten

)
k=0




durch LOsen der Aufgabe:

T 2 2
min Hf-g”Lz(F) + Y HfHLz(aD)

Diese Methode geht auf K. Miller zuriick.

iv) AV foe
e - .
AN T |
; , AN Die Potenzreihenentwicklung von f
‘ \
D } im Punkte z, sei bekannt
€ - e
/ ‘\_’/ -
/ k
f A f(z) = § (z-2) , lz=-2 | <r
i‘h T k=0 * °© © .

Falls D $ € einfach zusammenhidngend ist, k&nnen wir es
biholdmorph auf den Einheitskreis abbilden (Riemannscher
'Abbildunéssatz). Definiere g(h(z)) = f£(z) mit

h(D) = D1(b), h(zo) = 0, dann besitzt g eine Potenz-

reihenentwicklung
gw) = } by W ,

deren Koeffizienten bk aus den a k € N berechenbar

kl
sind.

v)‘( Carleman - Funktion (Problem wie in ii))

Eine Funktion GY(Z,C) heiBt Carleman - Funktion fiir T

und D, falls gilt:
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_ 1 g, e : .
a) GY(ZfC) = c:z,+ GY(grc), G, ang}ytlschrin E €
und stetig auf D x D
1 ,
b) - PI' |6, (z, o) | lde] < v

Um damit das Fortsetzungsproblem zu l&sen, setzen wir

£ (2) - -1 { G, (z,0)f(x)de

D

es gilt aufgrund von a) sowie des Cauchyschen Integralsatzesc

1 | [
£(z) = 53 r+Ir' GY(z,c)f(c)dc .

und somit

£, (z) - £(2)| < 5% Sl e ] el

<y max |f(ZY| x>0, 0

o Z€3D

Die Carleman - Funktion 148t .sich leicht mit Hilfe des

harmonischen MaBes angeben:

Sei w das harmonische MaB8 bzgl. D und T, so ist

\ _ax1 o A(2) (w(t)-9(z))
Gy61-rC) = -z e

mit: Re ¢ =w , ¢ auf D analytisch

A(z) = ——l—-{lh(Zny) ) en | dc | }

w(z) Tl T2

eine Carleman - Funktion zu D wund T.

Die Aufgabe, zu einer harmonischen Funktion w eine holomorphe

Funktion ¢ 2zu finden, s.d. Rew= w ist, ist filir einfach

zusammenhdngende Gebiete stets l&sbar. Man nimmt

w =w+12Im(F), wobei F eine Stammfunktion der holo-

aw

Nz ist.

morphen Funktion

D e e A e i E e e R e Bl B i L

kit L APt L i AT i L il a e e e L
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Wir wollen die Eigenschaften nachrechnen:

zu a) Die Funktion A(z) (¢(z)-¢(z)) ist trivialerweise ana-
lytisch in ¢, flir festes z 1&Bt sich diese Funktion
in eine Potenzreihe um 2z entwickeln, in der das
konstante Glied fehlt, folglich hat eA(z)(w(c)-w(z))

fiir feste 2z eine Potenzreihenentwicklung der Form:

1+ ] b‘k(c—z)k und damit GY die angegebene Dar-
k=1 ' :

stellung.

zu b) : =0
[ e ollal = | gy P WETE ey

~ N -

) ldaz| = 2my

t)ﬂ(Vi) WeierstraBsche Methode

Wir entwickeln f in %36 ' in eine
Potenzreihe und wdhlen einen

Punkt z, iinherhéIb des Konver-
genzgebietes, in welchem wir die
verschobene Potenzreihenentwick-

lung berechnen, wir wiederholen

solange, bis wir am Punkt z, angekommen sind.

Sei f(z) = z ak(zo)(z--zo)k fiir |z-zO| o

wir berechnen daraus die Potenzreihenentwicklung um z, ¢
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) i - | ) ]
(z-zo) = (2 z1+h1) , mit h1 = 2z, zO

k —o/k

= 3 (z—z1)2h]1{ 2(0
L=0 ,
o 'k - k
L k-2 :

= f(z) = }] ag(z) ] (z-z,) h ( )

k=0 X ©° 420 L 1 %

Wir diirfen nun die Summationsreihenfolge vertauschen:

B
k
- A4 _ S
—k - kD .
* *$~*v3*/
- %ww*>_*/
_ ,é{;‘ — —
) TR
o] o] k—-
f(z) = } (z—z1)2 ) a) (z )h7 2( 2)
L= kk=2 /
=a, (z1 )

~

gilt also:

a(z1) = M(h1) . a(zo) .




Es gilt das

>, LEMMA 2.2: Mit den obigen Bezeichnungen besteht die Identitdt:

M(h)M(h') = M(h+h')

BEWEIS: Sei k > &, dann gilt:

k

(M(h)M(h*)) = F  i(h)) - (R
m=1

- k m k m-4£ k-m

o A0
mhjrl kfg )L k! O hm' ,h.k-m'—l
nFoo 2wl (kem'-2) I Ttmee)
. e =<k) kE,Q, < k'2>hm' h'(k—'q')_m'
- - L m'=0 m'

k
= ' k=% _ '
= ( . ) (h+h') = (M(h+h ))le

=
Wir habén also:e
7 . (‘*; ® v . )
[ a(Zn) = M(hn) ces M(h1)a(zo) » by =2z, -2, _4
o B ° - ° i'.a.’ﬁr ~ -
# M(zn-zo)a(zo) (Matrizenprodukt fir « - liche

Matrizen nicht assoziativ)

ao(zi)

Sei nun ap(zi) = der vorne abgeschnittene Vektor der

ap(zi)
Ldnge p und MP’9  Qgie fiihrende p,q- Untermatrix von M, dann

gilt:
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aPz ) = MP"Pn) ... P P(h)aP (z))

= mPeP _ P
M 2y - 2 )an ()

Diese Vorgehensweise ist infolge der Instabilitédt des Problems
so nicht brauchbar, sinnvoll ist es hingegen nach jedem Schritt
die Anzahl der berechneten Koeffizienten zu, verkleinern, d.h.
die hSheren (schlecht bestimmten) Koeffizienten einfach abzu-

schneiden, konkret:

Fir v € 10,11[ setze p, = [IPyk | , (also po==p) und

berechne

P./P P,/P )
P _ n “n-1 . . 1 P
—an M (hn) * o o M (h1)ao L]

Diese Methode stammt von Painlevé (1899) und wurde von Henrici

- (1966) aktualisiert. Painlevé zeigte folgenden

SATZ 2.3: Es gibt ein v € 10710, s.d. flir O < y < v, gilt:
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3. ABELSCHE INTEGRALGLEICHUNG L////

Wir wollen in diesem Abschnitt Abelsche Integralgleichungen auf

ihre SChlechtgestelltheit hin untersucheh, es handelt sich dabei

)
um Integralgleichungen der Form:
X
[ BB fiyae = g ., x>0
0 |x-t|
. 1 1 _
mit K € C x C y K(x,x) =1 ;y X

| v
e

und o € [0,1] .

- BEISPIELE:

1) Es sei f eine radialsymmetrischejStrahlungsdiéhte, d.h.

fix,y) = £(/ x2+'y2 ) , und wir wollen f aus den Daten:

AY
e J 2. 2 o e S22
gls) = [ £(/s°+y? )Ydy =2 [ £(/s°+y" ) &
-0 O
flasma *
S N
X
f(x
bestimmen.
. . . 2 2 .
Mit der Substitution u = s +y erhalten wir:
g(s) =2 f St _ 4
s 2 2
u -s
e g1/2 . 1/2
=/2 J 4 f(u)1/§(s,u) du , K(s,u) =v2 _JL_—T7§
S |u - s] |uts|

Ll i

T i e e S &, e I AT T i WS

R S

B il
e = S



2) Stereologie (s. L.A. Santalo: Integral Geometrie and Geometric
Probability)
Es seien Kugeln verschiedener Radien in einem Kdrper verteilt,

es soll gelten:
N

i) Die Verteilung der Radien sei durch £(r) beschrieben.
ii) Die Mittelpunkte der Kugeln seien gleichverteilt.

iii) Die Radien und Mittelpunkte stellen voneinander un-

;abhéngige_ZufallsVariablen dar.

- Gegeben ist die Verteilung g(x) der Kreisradien in einer

Schnittebene E durch den Kdrper, gesucht ist £(r).

. Betrachte eine Kugel K mit Radius r :

Der Kreis K N E hat einen Radius aus dem Intervall

[x,x+dx] genau dann, wenn

der Mittelpunkt von K einen Abstand von E aus dem

Intervall [y,y +dyl mit y = r2_x2 , dy = _xdx

hat.

e e et e



Wir argumentieren nun wie folgt:
A ,

f(r)dr = Anzahl der Kugeln in . [r,r +dr]
g(x)dx = Anzahl der Kreise in [x,x +dx]

' x dx A o . s . ,
dy =———= = Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine Kugel mit

rz-x2 Radius € [y,y+dyl als Schnittbild einen

Kreis mit Radius € [x,x +dx] erzeugt.
()

Also

X
i = g(x) =c I, x £ (x)° .
X 2;}'{2
Fir den Fall KX = 1, d.h.
: .
f
® gx) = | —Eat
0 (x-t)

kann man leicht eine explizite Inversionsformel angeben

(um Triviales auszuschlieBen sei « > 0):

x .
g(x) = J _i_(_tla.dt
0 (x-t)
: Y - X Y -
St (y—x)o‘ L f -—f—(E—)Edt dx = | (y—x)a 1 g(x)dx
O 0 (x-t) 0

Auf der linken Seite dieser Gleichung vertauschen wir nun

die Integrationsreihenfolge:
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X A - _ _
y l,,integrat—ionsgebiet
T . ! g
;
| D)
|
1
// L N,
Yy t
Y Y - -
2.5, = £(£) | (y-0* T(x-t)"% ax at
0] t.
Wir substituieren nun:
g=-§:—t also x = (1-E)t+Ey , €€ [0,1]
d 1
d_fc=FE , x-t=E(y-t) , y-x= (1-E)(y-t)
4 1 o-1 a=1 -a -
= e.s. =1 £(8) [ (1-8)%7 (y-t)7 '+ £ Tyt T (y-tTdE at
(0] (0] B
Y 1 -1 -
=T ) f -7 £ ag at
.O 0]
\ . J
= B(1- a,a) (Betafunktion)
_ Y
=I'(1 CX)I'(CX) If(t)dt
r(1) 0
- Y
= — [ £(t)dt
sinmTa O
- £(y) = sin ta 4 y (y - )a-1 a
Y - T dy é y X g(x) X

Wir betrachten nun fiir allgemeines K € C1 x C1, K(x,x)

den Fall o = O :
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X
(%) J R(x,t)f(t)dt = g(x) ,
5 )

. . 7 | .
d.h. die Volterrasche Integralgleichung. /

1

SATZ 3.1t Sei g € ¢, g(0) = 0, dann ist (%) eindeutig l&6sbar,

und es gilt fiir x € [0,al
1€l (0,0 = @ lla'lly (0,a) -

BEWEIS: (%) ist &dquivalent zu

. % .
f(x) + f Kxfx,t)f(t)dt = g'(x) .
\O — _J .
=: Af (x)

" Damit

(x) & £ + Af =g

Da K € C' x ¢! existiert C

;>0 mit IKx(x,t)l < C V X,t

1
' a
= |Af(x)1 < C1|f(t)|dt < c, a || £1] ,
0 AR

wobei wir den C[0O,al] mit der Maximumsnorm

HEll = max  [£(x)]
x€[0,al

versehen haben.

Also ist

HAH s C1 a ’

sei nun a so klein, daB gilt C1 a <1, so ergibt sich:




l(n+m)™ Y <« ——
1-||a|l

b

1

(Dies folgt aus der Darstellung von (L+3) ~ als Neumannsche

Reihe )

> |lfll =< __1 llg* ]

T-TaT

D.h. der Beweis ist fiir x € [0,al mit a < éL erbracht, sei
1

nun x € [a,2a]:

L X
@ £(x) + [ K (x,£)£(t)dt = g' (x)
i (0]

. X a
= f(x) + f Kx(x,t)f(t)dt g'(x) - f Kx(x,t)f(t)dt
_ a o)

Wie oben folgt:

a
l|g'(x) - cf) Kx(x,t)f(t)dtHLm(aIZa)

«(2123) =4y

< 1

L + [lall £l
1-{lal]

”g‘ ”Lw(alza)

_1_'”_("1+_LLAJJ_)

= Hg'” )
L (0,2a)
© 1=1|A
\ || H

Die letzte Argumentation 188t sich beliebig oft wiederholen,

d.h. .der Satz ist filir beliebig groBe a gezeigt.

Wir sind in der Lage, eine Stabilit&tsaussage fiir die Volterra-

sche Integralgleichungsaufgabe zu machen:

Der obige Satz liefert
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gl < c@ligll

)
mit a(p,8) =max {[[£]] = [[£']] <o, ]lgll"< 82
gilt dann (vgl. I.3, Numerische Differentiation): (?
(p,8) =< C p1/2 s1/2 . .

Wir wollen dieses Resultat auf einem anderen Weg herleiten.

/SATZ 3.2: Mit den obigen Bezeichnungen gilt

alp,8) =c pl/2 §1/2 . falls [0,al

ein hinrgichend gleines Intervall ist.

BEWEIS:
x+h X
[ R(x+h,t)f(t) - [ K(x,t)f(t)dt = g(x+h) - g(x)

o] o]

. X+h X |

= | K(x+hft)f(t)dt - f [R(x,t) =K(x+h,t)]1£(t)dt = g(x+h)-g(x) 8!

\ X . ) . J |

=3 I1 =3 I2

Wir stellen uns h als klein vor und wollen nun die Ordnung

bestimmen, mit welcher die Integrale von h abhédngen:

x+h X+h
I, = [ RK(x+h,t)dt £(x) + [ K(x+h,t) (f(t)-£f(x))dt
X \x__ J
T12

x+h x+h
f(x)[ [ K(x,x)dt + | K(x+h,t)—K(x,x)dt] + I,
X X
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Nun éilt:
|x-t|<h
K(X+h.lt) - K(x,x) O(h) ’
|x-t]<h '
sowie £(t) - f(x) = l1£'|] -h ’
| x-t|<h
K(x+h,t) 1 + O0(h) '
also:
2 2
I, = £(x) (h+0(h%)) + O(h BIERR]
a
|1,] < J IK(x+h,t) - K(x,8)||£(8) |at ~
O .
< ahc|£]
|
| Damit:
h(1+0(h))E(x) + o(h?)||£'|| -a h c,ll£ll = g(x+h) - g(x)
ac
s fx) = LEMZGE) ooyl + — [l£]]
. h(1+0(h)) 140 (h)

@ 1

sei nun h so klein, daB die Abschdtzung Trom = 2 Dbesteht,

dann bekommen wir

4
et < el npeny + 2acy e

sei nun a so klein, daB gilt 2aC1 i:%, so folgt
8llgll :
Il £ll < h +2C2h||f |
s 1/2
< 8 ﬁ +2cC, ho (setze h = (; ) )

IA

(8 + 2C,) (8 0) 172
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BEMERKUNG: Die Abschdtzung verschlechtert sich, falls Zﬁ//

be X '
[ K(x,t)f(t)dt = g(x) = J Kx(x,t)f(t)dt = g'(x)
0

0
X
= f(x) + [ K __(x,t)f(t)dt = g" (x)
s XX
Satz 3.1
= N£]l < callg"ll
= a(d,p) =ca1/3 p1‘/3 . 2

Wir wollen nun eine Stabilitatsaussage filr die Apelsche Integral-

gleichungsaufgabe beweisen.

SATZ 3.3: (Vessello, 1984)
Es sei

X
.g(x) = Af(x) = | (x-t) %K (x,t)f(t)dt , O<a<1, x€[0,al,
’ (@)

mit K € C2 x Cz, K(x,x) =1 V x, und a < =,

~Mit der Definition

(s,0) = max ([ £]|, [|ag]l < 6, [ £ [ + )] <0

gilt:

-—

1 -a
8(5,0) < Clo,K,a)82 % o270 .

(

bezeichnet hierbei die Maximumnorm)

A P
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BEWEIS:
i) Sei zundchst K = 1, so daB wir von der Inversionsformel:
sin 7 a | - X a1
f=2=2=T12 g'(x) mit g _(x) = [ (x-t) g(t)dt
™ o o o ,
Gebrauch machen k&nnen.
Sei nun h > O, es gilt:
g (x+h)-g_(x) x+h S x _
| -2 <5 et lgwae - [ x-0 g at
h (0] s (0]
x+h l.'/l _ X _ =
< X ’ [ (xth=t)*" g(t),at] v 1 | i {(x+h—t)°‘ Vo ) 1]rg(t)dtl
X ;
llgll  xth Lo X i _
< ———{ f (X+h—t)°/( 1 dat + f (x—t)(x 1 - (xth - t)(x 1 dt }
h \ X y J \O 5 Y.
h . X x
= [ 7 ar =1 he = -1 w0 + (x+h-t)°‘l
(0] 0] o

llgll

% o o 2 oa-1
—5 { h™ +x + h = (xt+h) } <3 h gl

| A

Wir entwickeln Iy in eine Taylorreihe um x

2

ga(x+h) = ga(x) + h g('x(x) + -h? 9’&(6) + O < g < xth
gy (xth) =g (x) h
= gp(x) = - - 5 95(8)
sei nun ||gf| <6, |[£']] = o, so folgt aus obigem:
2 . o=1 h "
gyt ] <2 0% 5 4 B jjgu]




ii)
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und damit infolge f(l) = Ei%ﬁLE él+1)(x) , 1i=0,1
2 a1 L h
HEIl < o h SinTa 5§ + 5 P .

Wir balancieren die Terme auf der rechten Seite aus, indem wir
1

h = (g_)z-a setzen und erhalten so
S I . ;
]l < clos®™® o27% :

d.h: die Aussage des Satzes ﬁﬁr K= 1.
/

/
Sei nun K beliebig: /

/
!

/

' X L= /
_J (x=t) T R(x,t)f(t)dt = g(x)
0 /
/

Y -1 X% - y -
> 1 (y-x)° ! S (k-t) %K(x,t) £(t)dtdx = | (y-x)° 1g(x)dy = g, (¥)
0 0 0

Y y /
= [ £(t) [ (y-x)
o . \t /

O (x-t) %k (x, ) dxat = g (y)

Vv

/ : G(Ylt)

Wir fahren wie bei der Herleitung der Inversionsformel fort und v

- X=t

substituie;%h&= y=t ' Wwas zu

/
/

/
1
Gly,t) = [ €271 (1= 6) %k (e(y-t) + £, t)dE
(0]

fiihrt.

Also gilt

1
) _ o=1 ,_ _\—Q = e
iis G(y.t) = é € (1-¢) dg = sin 7 a

# O
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f ist LOsung der Volterraschen Integralgleichung mit I
als rechter Seite und G als Kernfunktion, da G(y,y) #0,

kdnnen wir Satz 3.1 anwenden:
£l < ¢q(kpae [[gll]

Differenzieren wir die Integralgleichung nach y, so

kommen wir zu:

‘
S
/

Y
f(y) + J G_(x,t)£(t)dt = g (y)
5 Syt :

Wir differenzieren 7in weiteres Mal: '

/
' /,/ Yy -
f! [/ ’ - o
(Y)/f Gy(x y)E(y) + é ny(x t)f(t)dt ga(Y)

!
/

= llggll 5.C3{¥rar0) AL+ 11£1D

T .
sinTa

™
sin T«

/
/
/

Jetzt k&nnen wir von der in i) abgeleiteten Abschatzung

b fir g' Gebfauch machen:

9

sei |lgll <6 und |[£|| + ||£']] <o , so folgt

2 .06-1_, h
lgi )| =287 s + 3 Cy(K,a,a)p
also mit h = (_3)1/2—a
1 1-a
oyl < ¢y x,a,0) 6%7% p27¢
1 1-a
2-a 2=«

= ”f” hS C1 (K,a,a) ° C4(Kra,0) 8 o)
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Wir wollen eine Stabilitidtsaussage fiir ein numerisches Verfahren

zur Behandlung von Volterraschen Integralgleichungen herleiten.

Gegeben sei die Volterra-Gleichung

X
[ R(x,t)f(t)dt = g(x) '
0 |

die wir durch ein Kollokationsverfahren mit Treppenfunktionen

numerisch 1l6sen wollen. — /
’ {& Loe
. ’\’ B B - '
’:L.‘ fh‘L f sel die exakte Idsung, wir definieren:
X1

fh(xl) =f(—-—2——-) , fir x € ]xi_1,xi]
sowie
£ ) =£; _ 1/2 , fir x € ]x.l_1,xi]

— If mit den Unbekannten fi—1/2’ i=1,2,...

' = 5/2

3/2
1/2

Wir 18sen dann die diskretisierte Version

X
n. ~
é K(xn,t) . fh(t)dt = g(xn) =: g , D= 1,2,...
n X4
= i£1 xj K{xp,t)at « £5 4,5 = g
i-1




ﬁ. y SATZ 3.4: Sei K € C° x Cc“, K(x,x) =1, f € c~°.
|
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X _
i
mit a = [ K(x_,t)dt ist also das obere Dreiecks-
ny X, n
i-1
system
)
(x) a S =g y, n=1,2,3,...
j=q Dny i 1/2 n
zu lésen.
Es gilt der
2 2 2

Dann gibt es ein ho >0 und ein C < », s.d. fiir alle h < ho

(*) eindeutig l1l6sbar ist und die Abschédtzung

|f(xi—i'7z-fi-1/2 | <cC h2||fu“

besteht.

BEWEIS:

X X ‘ X

n n n
cj) K(x ,t)f, (t)dt = cj) R(x, 8)E(E)de+ [ Klx, ) (f - ) (t)at

- (0]

- —i 7i-1 |
max [£(x; 9 /5) = f59/2 < C max ho |
* /
x *i-1

PiTPiq 1| i=
‘ = | = E| [ Kleg 6) (£-6) ()t - (j) K(x;_,,t) (£ -F) (£) at
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X — - X,
14 4 i-1
SRS ROgw (5D (0ae - KGgE SRl 0) (570 (D
i-1 :

Aus der Fehlerabschdtzung filir die Mittelpunktregel fir zweimal
stetig differenzierbare Integranden folgt, daB wir das erste
Integral gegen

c,llen]l v’

/

und das zweite infolge K(xict)-K(xi_1,t) = 0(h) gegen

/

/

Il o~ -

Y] T . ’
RN
j=1

abschdtzen k&nnen.

. -

ﬁgfléﬁt*siéh/diese,Summefgegen
' 3
11
cyll el
abschétzen,'éomit

I Pi7Pj_4 ‘ 3

G (C, + c,) €] n

i
h

3

= Beh.

~

Fiir Abelsche Intggralgleichungen mit o > O verwendet man die

"sogenannte, Produktintegration:

und 18st dann:




@'

X
n
(f) £ (B)K (x,£) (X =) %at = g(x,)
///
n X5 2y t-x,
= ] { [ (x;>£) "K(x,,t) 111
i=1* x, .
i-1
X,
1 -Q
+ J  (x.,-t) K(x,,t)
1 1
Xi-1

f

it1

’

i-1 9t

X t

n

102,000

gy
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4. INTEGRAL - GEOMETRIE /1~{f“}/

Wir beschidftigen uns in diesem Abschnitt mit folgendem Problem:

Gegeben sei

M(g) - Mannigfaltigkeit der Dimension <m im R";
£ ist hierbei ein Parameter, welcher den

Bereich X durchliuft,

und die Datenfunktion

g(&) = [ £f(x)ax ’
_ M(g)

wobei dx das vom gewdhnlichen Lebesgue-MaB auf M(£) indu-
zierte MaB sein soll und f eine auf allen M(§), & €X inte-

grierbare reellwertige Funktion ist;

Gesucht ist die Funktion f.

In dieser Allgemeinheit 148t sich kaum etwas liber das Problem

aussagen, wir beschrédnken uns deshalb auf Spezialfédlle.

2

M(E) = {(X1 'XZ) € IR, X1 = €1 S ui(xzrgz)}r £ = (51152) € ]R1><[O,a] ’

wobeli die (nicht von 51 abhdngigen!) Funktionen u,

folgende

Voraussetzungen erfiillen sollen:

v
( 53%‘) u, (xp08)) = (B =x)"

; . hi’v(xz,gz) fir v = 0,1

mit

h € C, ht,v(EZ'EZ) # 0; v = 0,1, 52 € [0,a] .
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" Dazu folgendes Bild;r

E5(E,,8,)
|

|
|
I
I
|
I
.
|
1
i
i
|
|
|
|
-k

™M
va

Aufgrund -der angegebenen Voraussetzungen ist
£ Maximalpunkt der Kurve M(E),
M(£) invariant gegeniiber Verschiebungen in x1-Richtung.

Ein‘Beispiel flir eine die Voraussetzungen erfiillende Kurve ist

o x, = £, /&5 - x5
der Kreis um (61,0) mit Radius &2.

Wir beweisen unter den obigen Voraussetzungen den

SATZ 4.1: Sei £ stetig mit kompaktem Tr&dger. Dann ist f

eindeutig durch

g (£) , £ €R x [0,a]

bestimmt.




. Definition und wichtigste Eigenschaften.

BEWEIS: Das MaB8 auf der Kurve M(E) ist die Bogenlidnge, also

dx1 2\1/2
dx = (_1 + (-——— ) > dx2 , somit

dx2
g(E) = [ f(x)ax
M(E)
g2 dx1 2 .\1/2
= é f(‘51'“—("2'52)”‘2)(1 +(Ez> > L
£2 dx1 2\ 1/2
+ [ £(g.+u, (x,,E,),x,) (1 + ( - ) ) dx .
0 1 7+727°2 2 dx2 2
Nun ist
dx
1 _ 3 _ a1
&, © Ay Uerfy) T (Epmx) T by (kB

also

dx 2 \1/2
1 a=1 2(1-a) 2 1/
(tr () ) = temm™ (g +hy g (x08))

~
=:kt(X2’€2)

mit kt € C upd kt(Ez,Ez) >0 .

&2
O —

b E(E R, oy By )k, (06 ) | axy

Wir wollen nun die Fouriertransformation (bzgl. des 1. Arguments)

auf diese Gleichung anwendén und erinnern deshalb kurz an deren

Sei v eine auf IR definierte integrierbare Funktion, so bezeich-

net man mit




S v =2 V2 e a
IR

deren Fouriertransformierte.

Es gilt
- A s
v(t) = (2m) 1/2 f V(T)eltT dt (Inversionsformel)
R
2 A 2 L3
[ vy lat = [ |v(e)|” art (Plancherel)

ist vc(t) = v(t+c) vV £t € R, so gilt

® ~

A i
VC(T) = eiCTv(T) . y

~i&42y .
dg gilt nun nach

Mit G, .E,) = @m /% f g(E.E,)e 1
R

Vertauschung7gerflntegrationsreihenfolge auf der rechten Seite:

€
A 2 a=1 [ —~
Ihqi8y) = é (Ey7x)) {f—u_(xz,sz)(x1'xz) tk_(%p085)
—
¥ fu+(x2,£2)M1'x2)k+(x2'£2)}dx2
£
'Y 2 _ A
‘ = J (Ez-xz)a 1 f(>\1,x2)
o _
-iu_(x,,E,) A iu, (x,,E,) A
{e 252N ) e 2R T K, ey | g
- ) _J
\'4 .

=1 K(xz,E27A1)

Denkt man sich A1 als festen Parameter, so ist dies eine Abel-
sche Integralgleichung fir f(x1,- ) mit Kernfunktion

K(=+, " ;11), es gilt:

u, (£,,8,) =0 = K(E,/E5i Aq) > O

KeEC, K ist integrierbar.

&2
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Unter diesen (efwas séhWacheren) Voraussetzungen bleibt die Aus-

sage von Satz 3.3 gliltig, und es gilt somit V A1

A A
- f(A1, *) ist durch g(A1, + ) eindeutig bestimmt
und da die Fouriertransformation injektiv ist:
f 4ist durch g eindeutig bestimmt.
Flir o ~ 0, d.h. @ -1 ~=1 ist die Abelsche Integralgleichung
S A . .
‘ fir f(A1, ) .fast gut gestellt"; fir o~ 1, d.h. a =1 ~0
ist sie sehr schlecht gestellt. Um daraus Aussagen iber die Sta-

bilitit des Problems: ,bestimme f aus g" zu gewinnen, ist je-

doch ein genaueres Studium der Abh&dngigkeit des Kerns K( -, , )

vom 3. Argument erforderlich.

Beispiele filir Anwendungen dieser Theorie:
i) Seismologie

X _ (Quelle) X4 (Seismometer)

Erdbebenwelle

Es wird die Laufzeit(abweichung) der Erdbebenwelle von Xq

nach X,
T(xo,x1) = f n ds
F(xo,x1)
gemessen. Hierbei ist n die Abweichung des Brechungsindex

A
( = Kehrwert der lokalen Fortpflanzungsgeschwindigkeit) von

einem bekannten Normalwert.
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Hat dieser Normalwert eine bestimmte analytische Gestalt,

) gso hat F(xo,x1) die Form eines Halbkreises, d.h. a = %

in der obigen Theorie.

ii) Radartechnologie 5

Beim SAR (syntetic aperture radar) miBt man die Integrale
der Bodenreflektivitidt (ground reflectivity) 1ldngs eines

Halbkreises.

iii) Temperaturprofil der Erdatmosphére

Satellit

~.__wverbotener Bereich

f ist eine Strahlungsintensitdt

(illuminancy)
Man miBt:

g = [ £(x)dx, L-Gerade, welche
L die Erde nicht
R , trifft
Sei 0O ein Einheitsvektor in ]Rz, so ist .

{x | x-0=s1l

eine Gerade senkrecht zu 0O, welche 0 in s schneidet

Wir definieren




f

g(0,s)

f(x)dx

X+0=s

sei nun 0O = (

cos @
sin @

’

) P X =T W
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, T = |x|,

- (e321)

wir entwickeln g, und f in Fourierreihen bzgl. s und ¢

bzw. r und
ge,8) = J g, £ = ] fmett
LeZZ LeZ
SATZ 4.2: Sei f € c?, f(x) =0 fiur |x| >R,
dann ist £ in |x| > a eindeutig durch g(9,s), [s] > a
bestimmt.
BEWEIS:
i) A Wir wollen das Integral
BN
”\ f f(x)dx
x4 @-x=s

daB der

Winkel ¢ zur Integrations-

so darstellen,

variablen wird..

1;1
0.x=8
¢
= - . = =_s_ =i
X=r- -w, X-0=8 = r =70 also X s W
w=(cosw,sin1,l))T = g—$= (-sin*p,cosd:)T = wi (ui.wl=0)
ax |2 _ | —swt-o0 s 1|2 s%(wt.g? 52
= a‘ = 2w+w.®w 4 + >
' (w + 0) (w0 (w « O)
2 1 2 2
= ——;;—15 ((w™ =€) + (w+0)7)
(=€) "\ ~ -
= e\:1




LI~
dv (w-O)zﬂ

= [ f(x)dx = | f(s W 5 dy
" xe+0=s G)~u)>0 w0 \)(w‘G)z

=)

(w0 =cos @ cos Y +sin@ - sin Y =cos(e=y) , 0-w>0 & |e-y]| < % )

ii) Es gilt fiir beliebige Funktionen h’ und { € Z

2T . .
i h(w-0)et?® do = c, e 1AV
0 - ‘ ,
o - | ! 2,1/2
mit c, = 2 f h(t) T, (£) (1-¢%) dt .
-1
i Hierbei ist Tz(t) = cos(f arc cos t) das Tschebyscheff-

lgdlynom 1. Art. (Funk - Hecke - Theorem in der Ebene)

Zum Beweis von 1ii)

a) set w= (J), an. w=o

2T 2T

[ h(cos y) eim)dcp = [ h(cos ¢) (cos(L¢) +sin(% o)) de
0] 0] :

2T .
[ h(cos ¢) cos(% ) do (sin ist ungerade)
(0]

. B - 1

2 [ h(coso®) cos(2¢)dep, t=cosy, dt=-sinedp = —(1—t2)2 o
0]

1 _1
- 2, 2
2 _11 h(t)TQI(t) (1-t°) dt = cgce =cy

b) sei ¢y beliebig:

2T ) 2 ) '
: [ hicos(e - ¥))et®*® ap = [ h(cose') e* (@ V) g4
Lpl
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2% ) a) .
[ hi(cos o) oL do = e LAV
0] - 2

='eJ"LIJJ <y

iii) Wir schreiben nun

. . cos Y
flx) = ) fz(r)elzw ;7 X = r‘( >, Y= ¥(x)

LE€7Z siny
mit: £,(r) = ?;f(r(:i j )) oL gy .

2

-Da. f € CZ, ist £ !

2 22
Fourierreihe absolut und gleichmiBig. Wir werden jetzt eine

= 0 ( und somit die Konvergenz der

Beziéhung'zwischen den Fourierkoeffizienten fz und 90

wobei g(s,0) = ) g’L(S)el’Z’(p gelten soll, herstellen.
~ ] ReZ .
Sei s > O (wegen g(-s,w) = g(s,-w) ist die Einschrénkung

unwesentlich) :

. i) .
I f2(|X|)ellw(X)dX = I fg]( S ) S elkwdw

x+0=8 w050 N|g-0]/ (w-0)2
27 10 _ 0 . £=0
= [ h(w-0)e dy , mit hi(t) = -
© s s
= fz(E) , sonst
t
11) 1 -1
- ile = s s -2y 2
= cg e r Co = 2 é 2 fz(t)T|2|(t)(1 t“) dt
L s s
Substituiere: r = ¢ dr = - — dt
) t
o s SZ -1/2
= cp = 2 fz(r)T|Z|(;)(1'-—7) dr
S r
00 2 —1_
- f fk(lxl)elw(x)dx =2 [ f,001-%5) 2 T (S)ar e
X.0=s s r '




Iﬁégesamt also:

2

] g6t = gie,e) = [ foaax = ] £,(xDetM g
LEZ ' ‘ X*0=s €Z x-0=s ‘
= ) 2}0f (r)(i-ﬁ)w (5) ar 1%
LEZ [ % r2 IQ" r
0o 52 ) s
= gQ’,(S) = 2 f fz(r)(‘l_ 7)T|ZI(E) dr

S r

Diese Integralgleichung fiir fz besitzt nach Satz 3.4 eine
eindeutige L&6sung, d4d.h. fz ist V £ eindeutig durch 9,

und somit auch f eindeutig durch g bestimmt.

KOROLLAR 4.3: Zwischen den Fourierkoeffizienten von £ und g

besteht die Integralgleichung:

) 2
- ' - 5_ s
gz(s) = 2 i fz(r)(1, 2 ) lel( r) dr

'BEMEﬁKUNG: #+alls f rotationssymmetrisch ist, d.h. nur vom
Radius und nicht vom Winkel abhdngt, gilt fg(r) =0, &j# 0.
Fiir & = O 148t sich £_(|x|) (= £(x)) leicht mit Hilfe der
Inversionsformel fiir Abelsche Integralgleichungen aus g

o)
berechnen.

Flir groBe £ ist T stark oszillierend.

2'[0,1]

Wir geben nun an, wie die Integralgleichung in Korollar 4.3

nach fg aufzuldsen ist.
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[SATZ 4.4: (Cormacksche Inversionsformel, 1964, 1979 Nobelpreis

fiir Medizin) ,

Es gilt mit den obigen Bezeichnungen:

-1/2 |
-y T m, (Pre)(nd

H+*—3

fo(x) = - -11?

 BEWEIS: Wir benutzen die Mellin-TranSformation in (0,~) als

Hilfsmittel:
< s=1
ME(s) := [ £()t” 'dt , >0
0
. Eigenschaften der Mellin-Transformation:

e}

f et lar = o - J £(t) (s-1)t5 %ae
0 '

i) Mf' (s)

. (0]
"= (1-s)MEf(s-1) , fir s > 1
i1) M(tf) (s) = J tE®)t5 lat = ME(s+1) , s> -1
0
iii) M(tf')(s) = Mf'(s+1) = -é Mf (s) - + S5 >0
'Sei £ * g (u) = f(t)g(E)-d—E , So gilt:
o ¢ o vt
. _ PR u, dt __s-1 u _
iv) M(f xg) (s) —f If(t)g(-i-:-)? u du setze v=E,du—tdv
O O
= [ f)gw) t v Ttatav
0 O _
= Mf(s) * Mg(s) .'

BEMERKUNG: Bezeichnen wir mit M+ die multiplikative Gruppe
der reellen Zahlen, so l&dB8t sich die Mellin - Transformation

als Fouriertransformation auf M+ auffassen.
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SATZ 4.4: (Cormacksche Inversionsformel, 1964, 1979 Nobelpreis
Xfﬁr Medizin)

Es gilt mit den obigen Bezeichnungen:

2 -1/2

_ 1 2 t . -
fg,(r) ==z (t™ -1xr") Tl'q’l (r)gg(t)dt

R *—8

BEWEIS: Wir benutzen die Meliin-TranSformation in (0,~) als

Hilfsmittel:
< -1
ME(s) := | £(£)t° ' at , s>0
(0] - ] .
‘ Eigenschaften der Mellin—Transformati'g)n:

(=]

[ er)eSlar = 0 - J £(0) (s-1t5 %At

i) ME' (s)

0 0
= (1 - 8)ME(s-1) . ftir s > 1 !
i1) M(t£)(s) = J tE(e)t5 lae = ME(s+1) , s> -1
0
iii) M(tf')(s) = Mf'(s+1) = -sMf(s) , s >0
Sei f x g (u) = J £(t)g(2) dt , so gilt:
‘. k ) t t
PR dt 1
iv) M(fxg) (s) = J If(t)g(%)—t— w57 'au setzev=%,du=tdv
0 O . '

= [ [ f)gw) t v Tratav
0 O

(=]

= Mf(s) * Mg(s) ..

BEMERKUNG: Bezeichnen wir mit M, die multiplikative Gruppe
der reellen Zahlen, so 148t sich die Mellin - Transformation

als Fouriertransformation auf M+ auffassen.




ITI-4.12

Das Haarsche MaB auf M, ist dp(t) = %} , die Darstellungen

von M, sind die Abbildunger s:t -t°, somit:

A o
f(s) = [ £(t)tS dt ; iv) entspricht dem Faltungssatz fir die

0 t
Fouriertransformation auf M+.

Aus dem Buch von Sneddon (The Use of Integral Transforms)

entnehmen wir:

I
_____________ L Mf e _
_1 i
- _.2 2 i _
| I
1 L+s+1 s+1-2
! P(' 2 )P( 2 )
0 , t>0 |
, !
1 ] | !
(1-t) 2w ().t ]
i
i s—4% s+
< | () r ()
' s=2 2 2
! 2 ;, S >
0 , €21 i T (s)
L |
1

Sei % € Z beliebig, so kdnnen wir die Integralgleichung

.

-] 2 "1/2
2 Jrf,0r, (2)(1-%5) &
S r

gi(s)

-schreiben als
2t ) (x) (1-52)
92(8) = (r - £, * b) (s) , mit b(x) =
0

iv)

= Mg, = M(I’fz) * Mb ’

L

21 T(s) 2°°

I,(|z|+1+s)1,(s+{-|z|\

2 2 )

mit Mb(s) =

N[—=

, X< 1

, X211




O (e () ()

2

= 1 = = — 28—2
Mb(s-1) o F(s—1)2_s+1 T T(s-1) I (s)
ey 1/2 1
_ (1~-t) lel‘(t) £ <
= = Ma(s) , al(t) =
0] £ > 1
= M(rf,) (s=1) = ==L Mg (s-1)Ma(s)
L m 93
iii)- 1 ‘
o - - 77‘:— - — ' ; L
® = 7 M(tgy) (s=1) * Ma(s)
ii) 1 - iv) 1
L |} = - . 1 |
= M(f))(s) = - — M(g;) (s)Ma(s) ~ M(gg, *a) (s)
= f£,(s) = - + g} * a(r)
- L T 7L !
I r,dt
=- -9, (tlal(g) ¥
2 =1/2
= -1 i t, dt
=R G®O-5) T, §
||
L ]
¢ e
‘ Im Prinzip haben wir mit Satz 4.4 die L6sung unseres Prcblems
erreicht: um £ aus den Daten g(e,s), |s| > a, zu berechnen,

differenzieren wir diese nach dem 2., Argument und entwickeln
die Ableitung in eine PFourierreihe. Deren Koeffizienten werden
gegen die o.a. Kernfunktion integriert, um die Fourierkoeffi-

zienten £ (r), fir |r| > a 2zu erhalten.

Die beiden folgenden Lemmata werden jedoch zeigen, daB die
Cormacksche Formel filir das praktische Rechnen wertlos ist:

wir miissen die betragsmdfig sehr groBe Funktion T I(%) nume-

| 2

risch gegen eine stark oszillierende Datenfunktion gi(t)

integrieren.




LEMMA 4.5:

Tm(X) > !

gilt die Abschédtzung
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m
(x + /x2-1 ) .

gilt:

holomorph fiir

cosh(m arcosh(z)),

£+ (t2

arcd%h(t)

N =

[v

linken Seite steht jedoch ein Polynom vom Grad m in X,
V x € R definiert ist. Wir versuchen daher, die rechte Seite
fortzusetzen:

cos (iz) = - i arccos(cosh(z))
= i éfcoish z = a.rc cos z = cos(m arcos (2))

also fir
cosh(m arcosh (x))

(wegen cos (marc cos(1)) = cosh(m arcosh(1))

richtigen Zweig des komplexen .arcosh gewédhlt).

cos(m arc cos x), auf der

welches

. cos(imarcosh(z))

haben wir den

-X

e
=l
2

1
2

so folgt

i 1
(eX+e ¥) + (4 2X Lo 4 e-2x)_1)

_1)1/2)

Ln (t+(t2

N[ —

-

|—

P t='2,n.(x + (x2-1)2) , x 21

N|—

exp(m n(x+ (X2

[ NO]

(x + (x2 - 1)
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BEMERKUNG: Hieraus folgt, daB g!L' fiir groBe |#| stark

oszillierend sein mu8.
BEWEIS:

i) [ gle,s)s™ds = [ | i f(so+to )dt 5? ds

=X

= [ f£(x)(x- o)™ ax

]R2

=?"Pm(6)

Aus der Definition folgt, daB Pm((D) ein Polynom vom

Grad m in © =<COS w) ist. Also hat P_ die Darstellung:
sin ¢ m
i 20
P_(p) = 7 ¢, e
e |‘Q’|im 2
s 3 [ m _ m-1 .
ii) J gg(S)S ds = -m J gz(s)s ds (die Randterme ver-
F{ , ) = schwinden, da g kom-
pakten Trdger hat)
m 2m iy m-1
=~ 357 [ [ g(e,s)e de s ds
IR O :
2T ,
= - %% f o1 f g(O,S)gn‘ldsdw
(0] R
21 .
=- 2 [ (@de
(0]

= 0 , falls || >m g
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iii) g(O,S) L= g(.—e,_s) = gl (Q,S)= _g' (=0,-8)
o I greet® oo 1 giesett M

€72 LEZ

_o ] gpesr -y AL e
LEZZ

» gite) = 0 g

iv) f_g}(s)s" ds 0 falls m < |&| mnach ii)

R

Sei nun m < |& wund. m + [&] wungerade, d.h.
m=|&) -1, |¢] - 3,..., dann ist g;L(s)sm eine gerade
Funktion, denh

iji)

gi(—s)(—s)m _ (_1)m+|2|+1

gl(s)sm = gl(s)sm .
Also gilt:

o= J g;L(S)Smds
R

g;(s)smds .

1
[ Y P
O— 8

Wirlgeben nun eine stabil auswertbare Inversionsformel fir die
Fourierkoeffizienten fl(r) an, die dafilir jedoch den Nachteil
besitzt, dap fiir ihre Auswertung fir |r1'1 a die Funktionen

gi(s) auf ganz r (also nicht nur auf [a,»]) bekannt sein

missen.
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SATZ 4.7: Es gilt:

]

© , 2° - /2 '\ 2]

1 s 2 S S

£,(x) = - ——'{J'(—— - 1) ( -ty = -1 ) g (s)ds
2 LE St r2’ r r2 , 'L

T ' S

- - ]
gUI2|-1 (£)9,(s)ds } .

(U, (x) = EEEé%%}LE', t = arccos x , |x| < 1 4ist das Tschebyscheff-

Polynom 2. Art.)

BEWEIS: Sei Qlll irgendein Polynom vom Grad < |%2| mit der

Partidt || - 1, d.h.
L -
Q|2|(—s) = (—1)l -1 ngl(s) Y s '

dann gilt nach Satz 4.4 u. Lemma 4.5

c 2 12
fgu)=-—-£(?J1> HRHE)%}mds

e L Qg eas

O

v

= 0 (Lemma 4.6)

1
© 2 —_
= -1 ' s _q1) 2 Sy _ s
= ﬂrfgﬂ,(s)[( 5 1) T|2|(r) Q|9'|(r)] ds
Y Y
1 £ S
*ar [ 9 (Fregeias

Das Polynom Q|£| wird nun so gewdhlt, daB der Ausdruck

(x2--1)—1/2 T|2|(X) - Q|2|(X) fiir |x| > 1 nicht zu groB

wird. (x = %)
T|2|(x) = cosh(|2| t) , X = cosh t
1
= (x2 - 1)-1/2 T|2|(X) = (coshz(t)—1) 2cosh(|!L|t) =g?%%—£—)-
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Es 1438t sich nun wie in Lemma 4.5 zeigen, daB

g-jl_—?lﬁ—z-lg)— , t = arcosh(x) ., x > 1 die Fortsetzung von
_ sin(mt) . : .
U, _q (%) “sin(o) t = arccos(x), |x| < 1 ist.

Man itiberzeugt sich leicht, da8 U _, djie gewilinschte Paritédt

hat, ferner gilt 1lim (cosh(x) - sinh(x)) = lim e * = 0, so daB
X ‘ X
mit ,QIH,(x) = Ul2|_1ix) ~ der o.a. Ausdruck fiir groBe x klein

. | wird.

‘] i
2 .. 2 sinh(|2|t) _ cosh(]&lt) - sinh(]elt)  _ _
(x“=1) | Tg(x) - “sinh(t) = sinh (6) , X =cosht
el |
L= ,7e2 172 ; t = arcoshx = n(x+ (x2—1)1/2)
i (cosh® (t)-1)
_ -l 2]
= (% - 1) 1/2(x-+(x2-1)1/2) =  Beh.
[ |




§ 5 LAPLACE - TRANSFORMATION . | | Z/

Es sei f eine auf (0,%) definierte Funktion, mit

N

Le(s) = § e St E(v)at , s €T
0

bezeichnen wir die Laplace-Transformierte von f£.

BEMERKUNG: Existiert das Integral fiir ein s € R,  so existiert

es—V s €E.C mit Re(s)> sg.

Die Laplace-Transformation besitzt folgende Eigenschafteh:

i) LEr(s) = s LE(s) - £(0)

Abéiéﬁs foigt sofort durch Induktion
ff(m) (S) = Sme(S) _.Sm‘1f(o) _Sm_2f| (O)—....— f(m—1) (0)

ii) Wird

t .
[ £(u)g(t-u)du
0 (.

£ % g(t)

It

definiert, so gilt:
ée(f * g) =Lf -‘zb .

Die Beweise hierfiir sind denkbar einfach:

zu i):
t=x 0 .
L £ (s) & Ster(yat = e St () +s [ eStrwat
=0 0

i
Oo“—323

£) + sZE(s) , (Lim e St £(t) =0, falls £f existiert).

i
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/

zu ii): :
LExg)(s) = [ e %% [ f(u)g(t-u)dudt
0 0 ' ‘
= { f(u) J e—Stg(t-u)dtchJ(seﬁze v =t-u)
0] u
= [ fu) e % J e %Vg(v)av
0] 0
= Lf(s)Lgls)
| ‘ Anwendun'gen: B
a) Systemtheorie

Ein lineares System S antworte auf ein bekanntes Eingangs-
signal v mit dem Ausgangssignal £. Dann 148t sich der
zusammenhang zwischen v und f- oft durch eine lineare

|
|
‘ Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten be-

" schreiRen: .
. _ (m) (m—1)
v = amf + am_1f + ... + aof '
Wy =0 , i=0,...,m1

Wenden wir darauf die Laplace-Transformation an, sO ergibt

sich:

fvm) (%fm4-a s +...+a&£fm)

. - £t 1 L




b)
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D.h. die Laplace-Transformierte von f ergibt sich einfach

durch Polynomdivision aus derjenigen von v.

Flir viele Funktionen sind die Lapiace-Transformierten be-
rechnet und in Tabellenwerken herausgegeben worden (s.

G. Doetsch: Handbuch der Laplace-Transformation).

Physik:

Wir haben eine Fliissigkeit, in der kugelfdrmige Teilchen

§é;séhiéaener GféBen gelst seien, £f(r) sei die Vef-
teilungsdichtefunktion fiir die Radien. Schicken wir nun
einen Laserstrahl durch die Fliissigkeit, so wird dieser

mit dem Winkel ¢ abgelenkt. Aus physikalischen Uberlegungen

ergibt sich:

0 6 PR

6 oc " "G
AoOOO

* a8 Q% [

> 5 - —cy o >

* ) 9

0 ) Q
¢ ;

LO(Z)OC &

Wir geben nun die Inversionsformel fiir die Laplace-Trans-

“

formation an.
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! s t
o

SATZ 5.1: Fir ein s € R gelte [ e |£(t)|dt < = .
0 ,

Dann gilt V s € R, s > S
s+ie - ,/
_ yt
£(t) =577 J e Ly .
S=1®
BEWEIS: Der Integrationsweg ist die um s (> so) verschobene
imaginire Achse. Fir Re(s) > s_ ist LEf(s) = | ™St £(t)at
0]

wohldefiniert und, wie Differentiation unter dem Integral zeigt,
sogar holomorph, insbesondere ist Zf auf dem angegebenen

Integrationsweg sinnvoll erkldrt.

Als Hilfsmittel bendtigen wir die Inversionsformel fir die

Fouriertransformation:

A - s
f(T) = (2w) 1/2 [ e itt £(pyae
R .
' _ . A
£e) = (2~ V2% 1 &1t fF(oyar .
.
Sei
. et £(t) , £20
o fglBes {
) 0] , sonst ,

dann gilt nach Definition:

B = enTV2 e TS (et
(0]

-1/2

(2m) Ze(s+it)

2m) V2 1t 2y V245 (s +i0) ar
R S

=y; it=y-s

= £ (%)

S+ic
_ t(y-s)
= o S_Iiw e Lf (y)dy




III-5.5
Also
_ ) _ S+ie
e Ste(t) = 7St ZL [ &Y Ze(yray
- Ti ,
¢ . s=i
= Beh. [

In Anwendungen ist Lf in der Regel nur auf R (oft nur fir
wenige reelle Argumente) gegeben} um die Inversionsformel an-
zuwenden, miissen wir folglich ‘Zf analytisch auf € fort-

setzen.

Wir behandeln ( dies ist keine wesentliche Einschrénkung) den

[+]

Fall s_ =0, d.h. [ |f(t)|dt<= ,
© 0

gegeben gfl [0, ol
1

gesucht LE(iw) r WER .

Wir fithren die Pollaczek - Polynome Pn ein.

Diese werden definiert durch die Bedingung:

[ w(y)P ()P _(y)dy = §_ ., ¥V n,m€ N
1 2
mit | w(y)=|I‘(§-iy)| und Py € Pj v 3 .

'D.h. die Pollaczek - Polynome sind die Orthogonalpolynome bzgl.

_ der Gewichtsfunktion w und des Intervalls IR. Die Pollaczek -

Funktionen wn sind definiert durch
v(y) == (Lo iy (v)
n /7 2 n ’

sie sind nach Definition analytisch fiir Im(y) <.% und bilden

ein vollstidndiges ONS in LZ(EU. Folglich konnen wir Jgf




e e i a1 -
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nach den wn entwickeln

LE(iy) = )} e ¥

n 'n
m=0

mit c, = | £E(iy) v_(y)dy
R
1 Y 1
= — [ Lf(dy) T(5 -1iy)P_ (y)dy
/? R 2 n

Um dieses Integral auszuwerten, wenden wir den Residuensatz an:

A

1
-
el

R « e .
[ F(iy)ay + [ 'Flg)dz = 2mi J res F(z)
R ZGDR

mit ’ F(Sf) =a‘é’f(iy) P(%—iy) Pn(y)

Wir wollen nun natilirlich den Grenziibergang R =+ « bilden und

zeigen, daB 1lim I F(z)dz = 0 \ gilt. Dies vorausgesetzt, folgt
R+~ YR

dann:

1 7 e
c=— [ F(y)dy = 2/7i \J
n V1 - z€H

\.

rest(z) .
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Wir miissen also die Residuén von <ff(i.y)r(l% - iy)Pn(y) in der
unteren Hélbebene berechnen:

cxf ist holomorph in der rechten Halbebene (Re(z) > 0); also

ist ch(i.y) holomorph in der unteren Halbebene; Pn ist als

Polynom eine ganze Funktion, also.bieiben nur die Pole der Funk-

tion F(% -\iy) in der unteren Halbebene.

. Wendet man die unktiqnélgleichung der T -Funktion T (z+1) =

n-mal an, folgt T(z+n) = (z+n-1)-...(z-1)2l(2),

zT (z) auf T (z+n)

.= r(z) = - T(z+m+1) ' m=0,1,2,...

= 1im (z+m) T (2)
z-+—m -

Die T -Funktion hat also an gen Stellen -m, m € N einfache Pole
(-t
m!

mit dem Residuum und jes sind die einzigen Singularitdten

von T .

' = F(%’-i.y) hat Pole 1. Ordnung mit Residuum (m' in
den Punkten y = -i(m + %) , W= 2}\,2,... (also y € H)

n e =2 /i ) Lem+Dhr (i () [k
n n=0 2" n 2 m! .

\si\fﬁr groBe n

Um 1lim [ F(z)dz = O zu zeigen, muf das Wachstumsverhalten
R+~ YR
der Funktion F genauer untersucht werden. Sei R = K € W,

Da Pn(—i(m + %)) ~ gilt, ist diese For

unstabil.

dann gilt auf den senkrechten Integrationswegen
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(*) z =% K-1it t € [0,K] -
und auf dem waagerechten
(%) z=-iK + t t € [-K;K] .
1 .
-t £ 1K und
-R-1it .
Fir diese Werte miisfen wir die I‘-Fu/nktion abschitzen:
-5 |yl 7%
|yl oyl >
1 1
= =-=1K
v o2m)2 e 2 Pl
-%WK
e (s. Abramowitz/Stegun)
S. 257
Um I}I‘(%— - K- it)| abzusghitzen, benutzen wir die Funktional-
K _
T ! |r(—;- + it)]|
j=0 1 .
J 7= K+j +it
K
1 1
= N Ir(5 + it)|
. 1 L\ 2 1/2
=0 ((F - K+3) ++}X / 2
k-1 | K-1
2 1L _ oK+1 1 1.,
izjzo sy =T [Tz +iel =2 o 20 IT(z+ie)]

K+1 .K-1 T (K) 1 .
+ ——I‘EZK) |I‘(-2-+1t)|

(s. Aramowitz/Stegun)

- 22K I (K) ( % )1/2
S. 256

T (2K) coshnt
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-i .

o 7 A_/—/—" _ ,/'

(stirlingsche
Formel)

e"K KK-1/2 < T )1/2
: ) coshtt
e 2K(2K)2K-1/2

) , « > 0, da Pn
nur polynomial wdchst und ng(i.xﬂ sich auf der unteren

Halbebene durch |££(0)\ abschitzen 148t, folgt:

lim [ F(z)dz = O

K->o0
Tx

viel hilft, da die Formel
< unstabil ist.

i Wir wollen daher versuchen, die Invértierung von &£ mit Hilfe
i
!  einer Singuldrwertzerlegung zu berechnen.

Wir nehmen im folgenden an, daB8 uns die a-priori Information

supp (£) < [1,y]

gegeben ist. Also gilt:
o Y
Les) = [ 5% fwat

1

wir fassen o daher als Operator von L2(1,y) in L2(O,w)

auf. Also gilt fir o *: L,(0,®) = L,(1,7)
L*gt) = [ e 5% g(s)as (t € [1,y])
0

Und folglich fir Z*: L,(1,°) + Ly(1,Y)
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oo Y _ .
LXLE) = f et [ 7% £(u) au as
0] 1
Y ¢ -5 (t+u)
= f (u) J e ds du
1 0 :

J/ 1
{f(u) ™ du

;
Diskretisierung dieses Operators filihrt auf eine Matrix vom Typ

1

der Hilbertmatrix (H)ij = IIT:T

Fir yu;»g seién;einigé Singulirwerte angegeben:
k Iy
1 00,8751
2 . 0,1935
3 00,0327
4 00,0074
5 00,0014

Bei den praktischen Anwendungen der Laplace-Transformation gilt

typischerweise: \
i) Nur sehr wenige Sihgularwerte sind deutlich von Null
verschieden.

ii) éff(t) ist nur fir relativ wenige Werte von t verfiligbar.

Wir haben es bei der Laplace-Transformation mit einem Integral-

operator vom Typ

b
Af(x) = [ R(x,y)f(y)dy , KEC
a

zu tun. Hierbei ist




g(x) = Af(x)
bekannt fir x = Xy i=1,2,...,n (n relativ klein). /

Wir betrachten die diskrete Version von A:

AN - L, (a,b) = r? , mit

o

(LLE), = AE(xy) =] ,K(x'i,_y)ilz(y)dy
a

Mit g = . ' g, =,g(xi)

wollen wir die Minimum-Norm-L&sung fM von
JXE = g
berechnen, d.h. wir 1l8sen

L v = g

und setzen fM = /6ﬁ*g.

*

Nach Aufgabe 7 gilt:
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K(x y)g

99
n
o *: B - Lyap) AT D)= L Ry gy
X i=1
gn
somit
. b
ot r? - ®’" W A*g), = [ K(x,,y) Z
/ﬂ . r k kl

a

\.

n ,b
E ( gK(ﬁ{,y)K(xi,y)dy) g

_/

= A




]
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Seien nun Vi die Eigenvektoren vonréglz* zu den Eigenwerten

ok (k=1,.+.,n) , so ist

a \
1 o 1 £k
7<f=2——(g,V)u mit u, (x) = — A v, (x) .
M k=1 %% k k k Oy k
Fallen die Singuldrwerte sehr schnell ab, so wird man die

Summation vorzeitig abbrechen:

P

1
mp =L o5 9% pEn

Hh
I

Wir wollen den Fehler fM P - £, wobei f die exakte LOsung
D . :

sein soll (also AZf = g), berechnen

2 L 2o
‘ = — = — *
£, p k£1 oy (A”f’vk)ngluk k£1 o (£, 4 vk)L2 uy
;
= (f,u,) u
ke k L, k
P b
- £y LX) = k; gf(y)uk(y) dy u (x)
.
] b ' ¢
= [ f(y)s_(x,y)dy
a P
- P
mit & (x = u, (x)u
p (X ¥) k; K () (¥)
Die Ndherungsl&sung fM b ergibt sich also durch Integration
[4

der exakten L&sung gegen eine Kernfunktion Gp(x,y). Der Ideal-

fall wéare

Gp(x,y) = §(x-Yy) (Diracdistribution)

d.h. fM,p(x) = f(x) er .
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Indem wir die Funktion Gp(x, *+) fir verschiedene Werte von x
Ie
numerisch berechnen, k&nnen wWir uns .einen tiberblick iiber die
Qualitdt der N&dherungsldsung fM p(x) verschaffen. Gp(x, <)
) 4

. \‘\ '- I}
wird nicht vollstindig auf x konzentriert sein, sondern eine

gewisse endliche "Aaufldsung" besitzen.

v

A e —
R

Aufldsung

Liegen zwei "Details" der Funktion f (z.B. zwei nah beieinander-
" liegende Fufiktionsspitzen) innerhalb der lokalen Aufldsung, soO

werden diese in fy b nicht mehr aufgeldst, z.B. wirden die
, >

zwei Funktionsspitzen in f zu einer einzigen in fM p "zusammen-
’

geschmiert" erscheinen.

' BEISPIEL:
+
X; a/2

b@ff)i = f f(y)dy = g, , i=1,...4n
xi-d/z




A Anders formuiiert:
.'1
_ - da
Xn‘ L 'lxi yl < 2
g; = (égf)i = f K(xi,y)f(y)dy mit Kbﬁfy)=
%o _ o, sonst
n
Also: M*g(y) = ] K(Xi’y)gi
i=1
und falls d < h:
d.h VY =g 1/2 k = 1
. . Ck - I uk(Y) - d K(Xk,y) 7 - ’..-,n '
- ' 1 n
| Somit: "FM(y{r= 3 Z K(Xk’Y)gk (

— k=1

d.h. £ ist eine Treppenfunktion mit Funktionswerten

M
x,+d/2
IYe 1 1T
5 - 3 f f(y)dy , d.h. den lokalen Mittelwerten von f.
x.-d/2
i
° 1 a
, : n 'a ’ IX—Yl <
0 : Ferner: Gn(x,y) = a'k; K(xk,x)K(xk,y)
o, sonst
A 6n(x,y)
1
d [ ]
-d
—k

Flir ansteigende Werte von d > h wird der Kern Gn(x,y) immer

mehr zerflieBen, d.h. die Aufldsung immer schlechter werden.
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